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1. 

Sur quelques transformations g^nörales des integrales 

definies. 

(Par £. E. Kummer, Dr. phiL a Liegnils en SO^ie«) 



Hin tn^oceupant d'une question concerDant le calcul des diflR^rentielles k 
indices quelconque»^ que Mr» lAouvtHe a propos^ dans oe Journal et dans 
celui de I'EcoIe poljtechnique^ f ai trouv^ quelques formules g^n^rales r^ 
latives h la transformation des integrales d^finiesi que je Tais exposer aux 
g^metres. Yoici la premidre de oes formules 

dana laquelle t d^gne la quantiti^ imaginaire ^«—1 1 tf le nombre dont le 
logarithme naturel est ^gal h Tuniti^ et (p(^) une fonotion arbitraire^ sou* 
müie ä une condition^ qui sera ^nonc^e plus bas« Pour la d^montrer je 
me sers du th^oreme de Taylor 

je prends a=s — ^e'^'^p ce qui donne a?+ass dp.2€08r.«^^ et par con- 
s^quent 

Multipliant t^k e^^^'^äv et integrant entre les limites r ss •^— f ^ et r ss -f* i^f 
on a 

De meme^ faisant as=: — opiT) on a 

d'ou en multipliant par uf"^ dw et integrant entre les limites ti^ a= et 
IC' = 1 1 on trouve la mSme serie exprimee par oette autre integrale 

/ V^ (PC*-*,!,)!?.!, ==£i^>~,44g(g- +rT7T?M-i - 

•/ ^^ ^ n l.(n-fl)da7 * 1.2,(n + 2)da?* 

Les deux expressions de cette serie que nous venons de trouyer^ ^tant 
egal^es entre ellesi donnent T^quation 

CreUe*t Journal d. M. Bd. XX. Hft 1. 1 
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qui 86 reduit ä ia forme pruposee par la Substitution od ts 1— u. La d^ 
monstratioD que nous venons de donner est tres generale ^ mais eile sup» 

pose que la Serie par laquelle nous avons exprime ces deux. int^grales^ sacvoir 

(p{x) xdip(x) I X* d^ tp (x) 

n l.(n+l)"d^+1.2,(n+2)djc» "••••• 

ait une valeur definiei ou qu^elle soit convergente. Si Pon vonloit appK- 

quer cette formule ä d'autres fonctioDs ^(x)| qui ne satisfont pas a la 

oonditioD susditei on pourroit facilement tomber en erreur« 

Mainteoant ayaot d^montre la formule generale, nous allons eo de- 

duire quelques cas i^articuliers. Soit par exemple (P (x) ss jp^^ nous aurons 

apr^ ayoir ohass^ les imagioaires et divise par x^ 

2. 2/'*''(2co8t;)'"co8(m + 2ii)r.rfr = sinnay*u'"(l~ii)'^*rfti. 

u 

L'une de ces integrales est blen oonnue sous le nom dlnt^grale Eulerienne de 
la premiere esp^; eile s'exprime par les fonotions T de la maniere suivantex 

de 1^ on aura aussi Texpression en fonotions Gamma de l'autre integrale 

qui s*aooorde ^galement aveo un resultat oonnu. Si au contraire on y^rifie 
r^quation (2.) au moyen des expressions connues en fonotions Gramma 
de ces integrales, on en pourra d^duire une nouyelle demonstration de 
la transformation generale , au cas ou la fonotion (P{x) soit developpabie 
en s^rie ordonnee suivant les pnisssnces positives de x. En effet| si on 
d^yeloppe la fonotion (P(ar) dans les deux niembres de r^quation (1.) et 
qu'on integre separement les termes de ces d^veloppements , on trouve 
au mojen de la formule (2.) que les termes correspondans de part et 
d'autre sunt ägaux, 

Pour donoer un autre exemple de la formule generale, prenons 

(P(ap)ss ^^f^ : nous aurons apres quelques simples r^ductions 

r X 

3. y e .0O8^2cosi»./(2*0O8r)4.(2n— |)pj^,^j^ 
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Les deux integrales ^ doDt la r^latioD est exprim^e daus cette ^quatioD^ 
sont remarquablea en ce qu'etant d^velopp^es en s^ries ordonn^es suivant 
lea puissaoGos entieres positives de Xj elles produisent I'une et l'autre 
une s^rie coDouei car od trouve 

4. y e •oos(2coslr,v^(2a?oosr) + (2it— l)rj^p^27S?;jy 

**'' •in7i^ra)r(n) r a? . x^ i 

XoWii la s^rie doot j'ai oherch^ autrefois la somme dans ud memoire de 
oe Journal Tome XIL page 145| pour exprimer Tint^grale de T^quation 
de jRiVco/t par des integrales deSoies« Cette nouFdle expression^ quoique 
un peu plus conipliquee^ a l'aFantage de convenir egalement ik toutes les 
▼aleurs positives ou negatives de la quantit^ tu Si n est un nombre en- 
tier positif^ oette integrale est ^gale ä zero: il faut alors diviser par siniiT 
et determiner d'aprSs les rSgles oonnues la v^ritable valeur de la prämiere 

partie^ qui devient ^. Faisaut n ssO, ^ss -j-^ on trouve la valeurs trds 

simple de Tint^grale 

e .cos^icosl». /(2cosr)— it?j^^^^^ » ;roos«, 

-4« 

Considerons encoro le cas partioulier de la formule generale; qu'on 

obtient en prenant ^(x) = jtr'^«e ""• Apres avoir fait disparaitre les ima« 
ginaireS| on m dans ce oas 

2r^'^/**''(2cosrrco8f^+(m+2i»)r)rft7 



5^ sinn;r/ tr(l^uy^Ke ''''du. 





Faisant «3=7-7—, m=^ ß — 1, n = a — ß et changeant x en — , on ra- 
meoera cette formule ä la forme plus commode 

5. 2«*'/* *" (2cwv)'-^^(\x taDgr+(a+ß — 1)») dv 



^ »mßT^ -li+xT— 

C'est la mdme relation que fai trouvee par une m^thode tres diffi^nte 
jj^tM un memoire de ce Journal (T* 17* p« 286); ayaot pour titre: ^^Oe 
integralibus quibusdam definitis et seriebns infinitig.'' On j trouve anssi les 
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d^Teloppements en series infinies, et pImiearB oas partiouliers de oes in- 
tegrales« 

ExamiooDB mainteoant le oas de la formiile (!•) ou n^=z k est 

un nombre entier positif. Dans oe cas le iaeteiir %\nkx de rint^grale 

f (1 — u)^''^(P(a?ti) Jti est ^gal k i&co^ et par cons^ent toutes les (bis 



que cette integrale a une valeur finie^ od aura 

in 

k etant un nombre entier positif« Alors divisant P^quation (!•) par sinfl;r| 
et d^terminant la valeur de la prämiere partie^ qui devient % pour n^^k=^ 
un entier positif^ on obtient 

^n 

Llnt^grale / (1 — ti/*^(p(arii) Ju sert^ oommeon sait^ aexprimer 



les integrations rep^t^ d'une fonotion quelconque (p {x\ par une integrale 
d^finie; on pourra dono pour cela^ quand on le |ugera oonvenable, se 
servir aussi de Tint^grale transform^i contenue daus l'equation (6.)« Le 
cas ou Ton a Ar = 1 m^rite une attention particuliere. Dans oe eas on a 

Voilä une nouvelle formule de transformation^ aussi g^n^rale que !a for- 
mule (1.); la fonotion (p(x) est egalement soumise kU. seule oondition^ 
que la s^rie 

y(x) xd(p{x) I x*d^q)(x) 

1i l.(it-|-l)da? ' 1.2.(n+2)dx»' 

seit coovergente. Pour en donner un exemple^ chercbons la tranaforma- 
tion de Tint^grale connue 

M 

Si Ton ohange i; en — i en oonsid^rant u comme variable ^ on trouve 

M 

— S 



• • • 





e »* 



Prenant dono a?s 1 et (P(ti) ss — — on aura d'apres requation (7.): 



U S. B. kummtr^ tur qudques trantfarmatioM gMralt9 dis vaigruUn d^finUs» 5 



inj _ 



«-^ 



2«^^e«^.v.rft; 



2cosv 
-4if 



qi^on peut pr^nter sous la forme r^lle 

^ J X Ä t/ C08V • 

M 

Nous auroDS ud autre exemple tr^ simple en prenant (p(dp) s= 
Dans ce eas T^aation (7.) donne 

et de Ui| faiaant disparaitre lea imagmaires^ on tire 



Ce r^ultat est un oas particulier de Tint^grale plus g^n^rale 

ou Z(a) d^signe la fonotion connue ' ^^^ j et oette formule «ed^duitde 
la suirante 

au mojen d'une simple diflPt^rentiation par rapport d la quantit^ nu 

Les deux formules g^n^rales peuvent etre repr^sent^ sous plu- 
sieurs formes differentes^ qu'on obtient par les transformatioos des inte- 
grales. Si on prend ^p(««— d?) au lieu de (p(jp) on aura 



et 

in 



^n 



80US condihon, que la 8^ne ^Sr-~ + r(;;+l)rf^ + 1.2.Cn+2)rfx« +••" 
80it convergente. Dono en feiiant « = a; et 1 — tf = to on aura 
10. /*""*^^(— a?«'").e*"U» = 8in»Ty*tr"-'r^(ar.tt>)rfu» 

et 



(( 1. E» E, Kummer, *ur quelques trani/ormaiions ^dncrmltM des integrales d^fimw, 

I ff « ' •/ 

-i^ 

t^rie oooFergeote^ oo^ ce qui est la meme chosr^ que la fonctioo 4^(x) 
toit developpaUe en adrie ordonnee anhrant les puissaiices entierea poaiti- 
vea de x. 

Prenaiit <P(jr) = ^^^^^^xZe) ^' changeant — eo x on anra oette 
antra forme des formnies (I.) et (7*): 

12. y|J*"(2oosr)-.e-+-^>-'.>^(f^) dv 
= «niir/'«*-(l-«r*>^(^)rf«, 

SOQS ooüditioo que la s^rie 

ar— +« ^ (x) « d (jr-^» V *) j_ ** rf* (x— +* ^* x) 



l.(a+i)di: U2,{n + 2){d^) 



soit oosTei^ente« 

Les integrales oontenues dans requation (12.) meritent une atten- 
tion particuliere k l'^ard du caleul des differentieiies k indices queloon- 
qneS| pmtque dans le oas nsz — m elles serrent k exprimer par des in- 
tegrales d^nies oe nouTeau genre des int^rales et des diffiSrentiellea. 
Car en adoptant la d^finition de ces diffiSrentieUes ^ que Hr« LiomnOs m 
donne dans le Journal de TEcole polytecbnique cah. XXL page 3 et 72, on m 

o 

La premiera de oes formoles est la meme que Mr. lAomwUU a tm u i'oa 
et d^montr^ Tome XII« page 273 de oe jonroal. Ele snppose qne » soit 
positif et par conseqoent eile ne peut s'appliquer qu'aux inh^rales k in- 
dEoes positib« Pcmr demontrer la seoonde, partoas de la formale oonane 

J ^eosr'^oosCxtangr — (ni + l)ii)rfr = r(m ' >fi y> 



1« E. S. Kummer i sur quelques irantformaiions gMrales des integrales d^flnies* 7 



qui peut £tre pr&ent^ souy la forme 



j^^ r(ifi+i) 

et quI a Heu lous oondition que x et m^l soient positUs« Si on 
change x en hx {h 4tant positif) et qu'apr^ avoir multipli^ par le ooef- 
fioient Äf^ oo prenne de part et d'autre la somme relative aux yaleon dif* 
f&reotes de hj, on aura 






Maiotenant, si l'on lait 'SiA},0~'^ v= yf/(x)f on a d'apres la d^finition de 
Mr. LiouviOe (— 1)-S Ji«-*'.A'"= ^^^\ et de lA 



doo^ 



J ^ ^ ^ \2C08V/ Ifm+l) dx^ 

—4» \ ■ / 



80U8 conditioii que dans le developpemeDt exponentiel de la fonotion ^{x) 
toufl les exposants soient negatifs et que m -f- 1 et x soient positifse Nous 
obienroDB enoore que faisaut taug i? ss — on aura cette autre forme de 1'^ 
quation (15.): +. ^(fLlÜ)d< 



15./ 



__ 2(--t)*Ji.cf^(g) 



La ml^me m^tbode dont nous avons fait usage pour d^montrer la 
formule(1.) servira aussi ä trouver une nouyelle formute semblable* Pour 
oela je developpe d'apres le tbeoreme de TV^for la fonotion 

je prends M =: f »sinp.e*') oe qui donne dc 4* o ==^ "MW t> . 0^i et par 
eoos^quent 

(P(ar cos».«"; — (P(ar)+ f;^jj + i.2.d«» +-' 

Si l'on muUiplie oette ^quation par (sino)"~*e'"^'>'^<fp, et qu'on prenoe de 
part et d'autre l'int^grale depuii v ss junqu'A t) es ^ t, on aura oette sHrie : 

16. /'*''«n-'r.«^"+»>"*(p(»cos».«^«Ji; 

ü * 

dont le terme geo^ral est 



8 1» E.E^ Kummer, 8ur quelques transformatiom gMralee des integrales äJfßnlts. 

Effechiant Tint^gration au moyen de la formale (acile A demontrer 



y*%in'»-^r.«t-+*)^rff^ = 1^^, 





et observant qif on ä i'^ = e ^ ^ on trouve que ce terme gi^D^ral se reduit d 

22! 

1.2.3....* (ii + ifc)d«* • 

Par lä r^quation (16.) prend la forme 

r^Än'^'v.e^^^'^^K(p{x.QO%v.e^)dt 
•'0 

"" ^ \ « l.(n4-l)da?"'" 1.2. {«+2) da:* ••••;* 

Mais ajant Ai]k trouv^ la mSme s^rie exprimee par oette autre integrale 



r(i-«r'^(««) i« = ^-r5:?^+o^ 



• . • • 



en ^galant ces deux expreasions de la qdrie^ nous aurons la pouvella for-* 
mule generale 

17. r^*%iV-»r.e^''+'>'^(P(x cosr.u^O dv =y * (1— ti)*-* <p(xu)du, 



qui aera egalement soumise ä la conditioni qua la s^rie 



y(3p) xdfp{x) I a?* d*y(a?) 
n "^ l.(n + l) "^1.2. («+2) 



• • • • 



wAt oonvergente. Gombioant oe r&oltat aveo I'^ation (l.)t nous aurons 

18. sinn;?. r^/^"»in»-'».«C"+'>"* ^(jp oosr«"') rf» 

et faisant fissl dans l'^quation (17.), puis oomparant avec la formule (7.), 
nous aurons ausa 

19. /'*''(p(«.oo8f?.^)«*'^.rfr CS lJ'*^''(f)(x.2oo»v»(f*)e*'Kv.dv, 

Pour faire voir Fiisage de oes formules nous en donnerona quelques 
exemples» 



1. JS. E* Kummer, sur quelques transformaiions fMrdUs des integrales ddßnies. Q 



Soit (Pipc)^«"^^^ OD aura par la forroule (17.) 





d'ou en s^parant la partie reelle de la partie imaginaire et en substituaot 
au lieu de Tint^grale connue k droite sa valeur exprim^ en fonetions 
Gamma^ on trouve 

/.|» coe^r(m)r(«) 

/ siV-*t^.co8"'"'*t>.cos(in4-«)»*<?t^ = — 1^. , V » 

I cos*""' t?. sin""^ r. sin (m + n)t;.rfü = — =^7 — t—z « 

J^ r(m+ii) 

Voili les mSmes r&ultats, que fai trouT& par une autre m^thode dans 
un memoire intitul^ ^^De int^gralibus definitis et seriebus infinitis*' ins^r^ 
dans oe Journal (T.XYIL p« 215). Remarquons encore que prennant 
n = I9 on a le cas le plus simple de formules saivantes: 

/* *cos'""*r.co8(m+l)r.ifü =: 0, 
cos"^'t?.8in(m+l)t?.rft^ = — . 

m 

Pour donner une seconde application de la formule (17«) posons 

(p (jc) s= a?*"^'. € *3 nous aurons 

J slV-*r.cos•"-*r.c^'"+'•^^^^*••~^rf^ = «^ / ti'"-'(l— ti)"-*.i? '\dtf, 
p 

d'oü Ton tire sans difficult^ ces deux ^quations d^gag^es des imaginaires 

e * / sin*""'^ . cos'^* v . cos ^— tang c + (^ + ^) «^) ^ ^ 



= cos^y*ii"-^(i— ti)"-*.r^.rfti, 



f ^J sin"^' V . cos*""* V . sin (— tang t> + (^ + ^) «^) ^^ 

= sin x/^'^'^' (^~ ^)""'- ^" ^- ^*'- 
Changeant — enx, menm — n et faisant us^ ^--t- — , on peut präsenter 
ces deux equations de la manidre suivante 
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10 1* S. B, JCitmaitr, sur quttqun Uai^vmurtiomM gimSralu in iniegrmks dejtmiet 
•m — v*vmr v .wmK* vm^v •y-mv) mv ^ ^"^'ö'J — li-i-^\ 



j'tiBr-*v.eur~'-^v.vm(xiangV'^mv)iv =x cn^J — i^^-xS" — » 



J iia"^i>.co8"""-'t». 8in(xtong»-f ■i»)rfo = aio ^/* ^^r^*^* » 

O 

M q« 8*aeooide aussi avec les r&oltats du m^mcHre dt^. 

En geoeral T^qnation (17.) doniie toojoors deiix rnultits ea meoie 
tempsj puisque la partie r^lle de Hnt^grale k gauche doit ^re iffitt a 
Knt^grale reelle a droite, et la partie imagmaire doit £tre ^gale a wbro. 

Transportant le fiieieor e ' & fautn partie et ^galant les parties tMBks 
et les parties imaginaires on aura 

= COS ^/'(l— ff)-« (p{xu) du, 

r^ sin-* V ( ^'^'^•''»(^^^-^^-^'^'^"'»(^^^■^"^n ijj 

= sm I^f\l-ur' (P(xu) du. 

CoosideroDS le cas particulier de cette derniere formule ou Ton a ii=:0. 
Dans oe eas la partie ä droite devient O.ao; mais oq trouvesans difficulce 
que la vmtable yaleur de oette expression est ^gale ä ^r (P{x\ et de lA oq a 

J 2i siair » 1- V /j 



OQ en r^unissant les denx parties de eette integrale: 



o 



Si Pon fait <f){x)^=. x^^\e *.4^(x)f les qaantites m et n etant positives^ 
on pourra donner i, oette equation une forme qui parait etre plus g6u^ 
rale d cause de deux quaotites arbitraires qui ^itrent dans fiotegrale, car 
on a par la Substitution indiqu^ 

— y cos"*r.e^ ' ^.^(«oosr.O-s;;; = ^(«) 
et de 1^9 prenaot %//(x}=:l| jrssl^ on obtient Tiotegrale remarquable 

^. SS ^Tj 

que f ai trour^ egalemeot dans le memoire cit& 



i. Etwas vber die Bernouilischen Zahlen» XI 

2. 

Etwas über die BernoulLischen Zahlen. 



JLf 16 BemaulHschen Zahlen kehren bei so vielen EntwiokeIun|;en wieder, 
daf$ es vielleicht nicht gans nutzlos sein dürfte^ dieselben weiter berechnet 
zu haben« Die «ersten 15 derselben findet man in Eulers InstiL CalcuH 
diff. P. //• Cap. V. Die folgenden 10 hat Professor Rothe zu Erlangen 
berechnet und in der allgemeinen Litterahir- Zeitung (zu Halle) Nro. 63« 
März 181 7) abdrucken lassen« Endlich hat Rotbe mir auch noch die 
letztern 6 (also bis zur 31'^* inclusive) m!tgetheilt| mit dem AuftragCi 
solche der Redaction des Journals fiir Mathematik zur Aufnahme zuzusen- 
den. Indem ich dieses thuCi stelle ich jedoch zur Bequemlichkeit der da- 
von Gebrauch machenden alle 31 bis jetzt berechneten Bernouilischen 
Zahlen zusammen« — Werden solche nämlich der Reihe nach durch 9» , 
^i> ^i) ^4 9 ^^^* ^t^« bezeichnet, so sind sie^ wie folgt: 

2. m — 43867 

5öi — g ; ^ — -798"» 

174611 283.617 



». 


= 


1 

30' 


53, 


= 


1 
42' 


»* 


ä: 


1 

in- 


». 


^= 


S6' 


SS 


■=■ 


691 
2730» 


»7 


s=s 


7 
6 ' 


«8 


SS 


3617 
510' 



95,0= 

95» = 
S5„ = 



330 ■" 330 ' 

054513 _ 11.131. 593 

138 "" 2.3.23 
236364091 



2730 ' 
rt, 8553103 13 . 657931 
««>= — T" — 6 » 

^ _ 23749461029 
'^»~ 87Ö •* 

<^ 8615841276005 

-ö" 14^2 



So iveit die voa Euler bereoboeten. Nun folgen die yon RotKe be- 
stitanoten, oämlieh: 

-^ ;709321041217 

®'f ~ 2.S.il7 * 

^ 2577687858367 _ 17.151626697551. 

'S«— g 2.3 » 
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9» 



9» 
9» 



2.3.5.7.13.19.37 * 
29299939i38«1559 _ 19.154gl020SW1661 
• O » 

2610827tSW6449122051 , 
2.3.5.11.41 * 

15200Q76439ieQ70ea2e91 . 
2.3.7.43 » 

27833269579301024235023 



®» 2.3.5.23 » 

fl. _ 596451111593912163277961 

'°^ 0747 » 

«. _ 5609403368997817686249127547 . 
'^'* ~" 2.3.5.7.13.17 » 
^ __ 495057205241079648212477525 

-°»» "- OTll » 

-. _ 13 . 61628132164268458257532691681 
'°* 2.3.5.53 5 



35« = 



29149963634884862421418123812691 



'" "~ 2.3.7.19 » 

fl. _ 7. 354198989901889536240773677094747 
'*'» "" 2.3.5.29 ' 

29 . 2913228046513104891794716413587449 






2.3.59 » 

1215233140483755572040304994079820246041491 

2.3.5.7.11.13.31.61 



n. 31.396793078518930920708162576045270521 

»« = 273 ; 

u« s» w. f. 

Endlich mag bei dieser Gelegenheit auch noch ein Rechnungsfehler 
in Erinnerung gebracht werden^ der in Eulers Instit. CalcuU diffi P.II. 
Cap. VIEL Torkommt. Setzt man nämlich nach Euler: 

so ist der 10** dieser Coeffioienten a, ß, y, S, e etc. eto. niolit, wie Euler 

aogiebt, ==5 2404879661671» sondern (nach Rothe) =2404879675441. 

Berlio, den 15. July 1839. 

M. Ohm. 



■■ 



3. Ramu8, stsr Us fractions continues p^riodiquts^ 13 

3. 

Remarques sur les fractions continues periodiques. 

(Par Mr. C. RamuSi prof. des math^m. k Copeobague.) ^ 
(Extrait d*aii mömoire pr^ent^ k la toci^te royale des sdeacet de Copenhague.) 



i^oient Oo, Oi, ih, ihf •••• les termes positifs et entiers d'une fraotion 
continue de la forme ordiDaire, Oq ^tant le nombre iDf^rieur le plus äp*- 
prophe de la valeur x de Dette meme fraction^ ce qüe nous indiquons 
en ecrivant 

X SS O^y Uij Q^} diy • • • • 

La fraction est p^riodique^ quand eile satisfait k la condition 

pour toutes les valeurs positives et entiSres de |x et 0^ et la p^riode^ en 
commen9ant par OnJ^±^ contient un nombre de termes ^gal k t, ce qui 
d'apr^ la notation de Mr. le Besgue (joy. le Bulletin des sciences publik 
par FerussaCy l'"" Seot. 1831, Mars) est clairement indiqu^ de la ma^ 
niSre suivante: 

La Periode peut aussi oommencer par o^^ oe qui la rend parfaUement 
periodique, sayoir 

D^signons par — la fraction oonvergente k indice r de cette derniere 

quantit^ u (la premiSre convergente ^tant ^ = y)> ^^ nous aurons, comme 
on sait, 

Cette ^quattpn a deux raoines, dont l'une est positive et doon^e par la 
forroule (2.); l'autre est negative = — u^ et admet un d^velopperoent 
analogue« £n effet^ si Ton considere oes deux ^galit^s: 

~J^ -^ «/«-1> »«-Z^ *h^iy •••• »i^ 

— - — ^-i> ^*-a> a^-s, •••• ÜQj 



]4 Z. Hamus, Sur Us fraciions continuts p/riodiquu* 

fond^es «ur la propriet^ conoue den fraotlons cootioues renyersi^es^ ^ 
qtt*on pose 

4. V zs («<.,, Oi^T^, Oi^p ..ß. Oo), 

on Toit que T^quadoB en r se formera d'apres celle en ff ( 3 ) par le seul 



chaogement des quantit^ ^^ et ^9 qui devront dtre remplac^s par 
cea autres respeotivement ^^ et -^« Ainti od trouve ; 

Cette <Squation donne des raoioes li^es h etiles de T^quatioD (3«) par la 
relation r sa ^^tr^ puisque^ en Optant oette Substitution dans (5.), 00 
retombe sur (3.); mais d'un autre cöt^ on a iitix=s^^; d'ou il r^ulte 

iitiiss — ou suivant (4.) 

6. — ti^ s= — O(fl£-o Ä/-.ii «f-3> • • • • flfo)» 
Cette analogie remarquabie des fractions continues resultantes du d^velop« 
pement des deux racines d'une meme equation du second degr^ n^a pas 
ecbapp^ aux g^ometres^ mais il parait qu'on Ta fond^ sur d'autres con«- 
sid^ratioDS plus oonipliqu^es» Nous y reTiendrons plus tard» 

§. 2. 

II est interessant de eonnaitre la nature propre ä la fraction con« 
tinue (2.) dans le casi oü sa raleur se reduit ä une simple quantite itra^ 
tionelle^ cela veut dire A la racine carree d'une quantite rationelle 9 sans 
addition ni soustraction d*aucune quantit^ purement rationelle« Cest ce 
qui s'obtient en ^galant a z^ro le coefiGoient de u dans P^quation (3«), ou 
en posaot )W-^=-^/-i« II est facile d'en conclure V. que if <^ 1 ou a|) s=: 0. 
2^. d'apres un tbeoreme connu» que les termes 

üiß a^f ^> •••• Ä|«i 
forment une suite sym^trique {^oy. la Tb^rie des nombres T. L pag. 27). 

Cependant il faut obsenrer que le terme Oo^^^O se repete une in« 
finita de fois dans la fraction continuei ce qui ex ige une l^gdre modi6ca« 
tion de sa forme^ que yoioi 

ou bien a cause de ia sym^trie ci-dessus remarqu^e 

• ••• (h, Ol, O9 Ulf a;t>««** s^ ••••(hß 2^1^ ^ß 



• • • • 
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Or r^quation (3.) donne ^ &= i/^^. Oa aura donc 

r XimmX 

1^ a= 0, ttiiOt, Ot, .... «,, «I, 2«,), 



• - ■ I 



?• { fn "* ®> ^^^ «2> ^/ •••• ^* «^^ ^1^ 

^=2 SS 0, tfi, a^f a^, .... a^, Hi« 



Mais OD peot präsenter oe r&ialtat sous uae forme plus commode^ que ?oici: 

$• / — ^ Oo, üiß Ot, a^f ••.. Ulf a%f ai> iito/ 



p 

^ = ^> «II ^i «S^ •••• «!• ötl ^1^ 



A;outons /, que pf^/figss±t et y^^p^ et 9oit pose -^ =s C. Nous 
en tiroBS 

formule oonnue et d'une grande importanoe dans Tanaljse ind^erminee« 

• • ■ • 

$. 3. 
La raleur x de fa fraction oontinue p^riodique de la forme geo^ 
nie (1.) dopend aussii eomme oa le sait, de la r^olution d'tine ^qüation 
du seoond degr^» En eflPet| si a^^ d^gne le quotient compidt äa x ä 
iodiee n-f-ly ^n «orte que 

CD aura suirant (3t) 

10. ß^lfi — (a — ß^:r^ — a«« 0, 
Oy ßf a% ß^ ^tant donn^ par les formales qui suiTents 

a 

ßO *^ «*+l 9 «rt+2 > • • • • «ff-ft-i • 

De pInS| si Ton ^limine x^^i de (10.) mojremiaQt la relation oonnue 
on troure T^quation qu'on cherehe« Elle peut s*^orire oomme suitt 



15 3. AcKMitff, sur Us fiaotions contmues pModiquts. 

On peut demander si oette ^quation^ outre las cas presentea daos las ferv 
mules (7.) et (8«) peut en ofirir d'autres, oü la valaiir at de la fraotion 
cootioue soit une simple irrationelle de la forme ^C. Paar y r^pondre^ 
Dous ^galons ä ziro le coedßcient de x dans T^uation (13.) en faisant: 



n«.ß'(|v*+'-£')-y-«-(»(j+^) 



— 0. 



Comme il est permis de renfermer plusieurs p^riodes dans une seule, en 
substituant fit h t, ce qui ne change en rien Xn^i^ ^t qu'on peut mßme 

faire (x iafiniment grand^ ce qui fait ooincider -j, 3;; et Xn^.! ^ nous pouvons 

aussi exprimer la oondition demand^e ainsi qu'il suit: 

Cette ^uation ne peut ^ridemment pas subsister, ä moins que la fraction 
-^ soit oomprise entre -^-^ et — ^« Mais d'apr^s la th^orie oonnue des 
fractions continues renvers^es on a 



" 5= ^i»> Än-^lJ ^-Z> •••• Äij 

*n— 1 



►ö "*" i^n-ttf Ä»+f-l> An-H^2> ••*• ^n+l)» 



II faut en oonclure: 

Ainsi la p^riode doit oommencer par Oi, ou en d'autres ternies: x doit 
6tre de la forme a -{ — 9 a ^tant un noihbre positif entier ou z^ro et u 

^tant donne par les formules (2.) et (3.)» Par cons^quent u = , oe 

qui ^tant Substitut dans (3.) donne 

— ayant la sigoification qui lui a Mi assignee dans le 1" §. Or, il est 

clair que la valeur de x ne peut Stre de la forme y^C que sous la con* 
dition suivante 
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QU, ce qul revient au m^me, 

2a, Oq, Ol, Oi .... Ä^^2 = Ä^-l^ ^h^2} ^-s •••• ^» 

II en suivrait : 

ö^-i = 2a, öf-2 = ^f Äf-B = Äi> ••.. 
ce qui est pr^cisement le oas oonsid^r^ ci-dessus (8.)« On aurait pu faire 
a = ou x<Z^} nnaia on retomberait alors dans Us formules (7.). 

Done il est d^montr^^ que ces tn^mes formules (7.) et (8.) pr^en- 
tcnt les seuls oas possibles ou la valeur d'une fraction continue p^riodique 
puisse etre de la forme ^C, Cetant rationel, (7.) ayant lieu pour C^l, 

(8.) pour Ol. 

§. 4. 

Si Ton propose une ^quation du second degr^ k coef/ioieos entiers 

^' *' ^' Ax'+Bx'\'C = 0, 

et qu'on ddsigne par x et x^ ses racines^ qui sont suppos^es reelles, on trouve 

14. X — 2^1 , X — J2 y E — B^ ^ 4rAC. 

Si ces racines etaient negatives toutes les deux, on substituerait — x k x 
dans r^quation propos^e, et Ton aurait une ^quation transform^e k deux 
racines positives; on peut dono consid^rer comme positive au moins une 
des racines. U en resulte, A 6tant suppos^ posilif, que x est positif, 
mais que x^ peut dtre positif ou ncgatif. 

Cela pos^, la relation connue qui existe entre x et Xr (le quotient 
complet de o? a indice r) peut s*ecrire ainsi qu'il suit: 

ce qui d'apres les valeurs (14.) de x et x' donne 

16 \(^r — Ayr^tyr^i-- iB(yr^,Zr^2 + Xr-^i^r^t) + Cz^^^^^i^ 
• j P, = Ayl^, + Byr^, c^, + Czl.^ . 
De ces expressions on tire encore: 

(a = a^i P..1 + a-i , 
17. {Pr = a_,(a+a.o+^r-2, 

en pbservant que jP«, = C, Poz=i A, (?o= ^B. 

Nous ne oous arreterons pas aux consequences nombreuses et trei 
^l^gantesi qui peuvent £tre tir^es de oes formules ^ et dont la plupart se 
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trouve dans les ouyrages de Jjagrange et dans ceux de hegenäre. Mais 
nous allons seulement pr^enter quelques remarques ä ce sujet» 

Une des propri^t^ les plus remarquables des deux fraotions con- 
tinuesi qui forment les d^yeloppemens des racines x et x\ est celle de la 
p^riodicit^* Partant x est de la forme (l.)i et Tod trouve au moyen de 
(10.), en y substituant ä Xr^i son expression donn^e par (IS.)» 

18. a« = -C^, a-ß^ = ^.2^\ 

MaiDtenaot, si Ton obsenre d'une part, qua toute quantit^ irratiou* 
Delle de la forme ^C ( C ^taut rationnel ) est la racine d'une ^quatioo 
du second degre ä coefficiens entiers, et que par cons^quent la fraction 
continuei qui en est le d^yeloppement^ Jouit de la propri^t^ d'Stre p^rio- 
dique^ d'autre part qu'il a ötö d^montre dans le 3*"* $• que la valeur d'une 
fraction continue p^riodique n'est pas r^uctible k la forme ^C, ä moins 
qu'elle seit comprise dans le cas pr^sent^ par (7.) ou (S.)» sutvant que 
C^l ou C^l, on en peut d^duire le tb^oreme qui suit« 

The'oretne L Toute quantit^ irrationelle de la forme ^C, C 
^tant positif et rationnel^ equivaut ä une fraction continue de la forme (7.) 
si C<]l5 et de la forme (8.) si C^U Ce th^oreme a 6t6 demontre 
d'une autre maniere dans la Theorie des nombres T« L pag« 53 et 54| 
mais pour le cas seulement ou C est un nombre entier« 

Nous avons d^sign^ par a^i le premier terme de la p^riode qui se trouve 

dans le d^veloppement de x (14.), et par ^^i= — ^ — - — le quo- 

tient complet qui y r^pond« Cela pos^^ nous allons ^tablir le th^oreme suivant. 
Theoreme IL Si la p^riode a^i , On^i , a^3 ^ . • • • a,^^ est sym^« 
trique, ces deux autres suites 

Vn+l > Vm+2 } QnJ^l ß •••• Vn<fl4'l ^ 

abstraction faite de leurs signes, qui sont comme on le sait altemativement 
-|- et — I seront ^galement sym^triques. 

Demonstration. La fraction continue a„^i, ^h^7> ^n+3> •••• ^n^tj 

dont la valeur est ^ ~ (H.), est suppos^e symetrique. II suit de lä a^ss ß, 

et d'apr^ la premiere (18.) P^is=~Pn* De plus, la premi^re des 
equations (17.) donne, i cause de a^^pssa^^i^i^p^ les formules suivantes : 
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et ia derniere (17.) donne ^galement 

Supposons Egales entre elles lei valeurs num^riques de Q^t-^i^p et Q^^p en 
faisant 

21. Q^,^,^p « (-^l/ö«+p- 
Substituons oette expression daiis les quatre ^quations pr^c^dentes, et eli* 
minoDS Q^^p entre les deux (19«) aussi bien qu'entre les deux (20«), 
il viendra 

^^* ^n+p*ii+p-l = •*»i+H2-p * »-l-'i-A— P • 

Supposons aussi 

24. Pp^+f^-a-p ^ ( — 1/ *P^^.p^i« 

Cela r^duit (23.) k 

Pfi+f+l-p = ( — l)**^Pn+p 

et oonsequemment (22.) k 

(?„4.f+i«p = ( — 1) (?«4p+t» 

Or, ces deux derniers r^ultats se d^duisent aussi de (24.) et (21.) en j 
changeant p en p-^i^ II est dono permis de conclure que ces deuxs^ries: 

^- i Crn+l> Oni'2ß Vn+3* •••• (rn+t+ii 

f * n^ "n+l^ "n+i^ «n+3 1 •••• ^n+/+l > 

abstraction faite des signes, soot sym^triques toutes les fois que ohacune d'el- 
les a ses deux termes extrSmes num^riquement ^gaux entre eux« Mais cette 
condition a v^ritablement Ueu dans le cas actuel, parceque Qn^{j^x=^{ — 1/ Q^^ 
et Pn^Hi ^^ ( — lyPn^-i d'apres la loi connue de Ia periodicit^, et due 
P„^i = — Pn comme il a 4t6 remarqu^ ci - dessus« 

On peut mSme affirmer, que oette seule ooodition P„^.|S: — p,, 
toutes les fois qu*elle est satisfaitOi rende symetriques la p^riode de la fraotion 
continue et les deux s^ries (25*)« De plus, comme il est permis de con« 
sid^er comme premier terme de la p^riode un terme quelconque a^^^^x 
qui y appartient, il est clair, que, la seule condition P.^^^^ =: ~P„^ 
etant satisfaitCi ces trois s^ries seront n^cessairement sym^triques: 

fl«+04.l f An«t^-f 2 ß Än+^^-3 ß • • • • ^«+Ö+| } 

Qn^e^l ß Vii-f^4-3 ß 0«+ö^-3 f • • • » Vn+tf+i / 

Pn^ ß Pn+04.1 f » n+Ä+a f -* n^+j } • • • • ^n-^B-^i i 

abstraction faite des signes alternatifs des deux dernieres s^ries« 

3* 



Imßn &n paot d^mofitrar d^nmm nmaäin toote sembltUa eet aotre 
tiiiofimm ph» gkiSni, 

TMorime IIL 8i um ptrtie qoeieonque de U p^riode 
26# tf«4^>^f ^iPfi^a^ ^»^H^^ •••• ^»+^+*. 

eit fjrfii^(rM|iie et qise ces detix ^alit^ 

•Xent lieu^ les i^et luivantes seront ^alement sjrm^riqiies, abstnetion 
Irfie des tigoef alteroatiCi: 

2« ( QnJ^^l3 QmJ^^f Qn^Jk*f *••• (?»+^t+l* 

Ce th^r^me a lieu par exemplc dans le cas oa jff ss , en «orte 
que r^qiiation propos^e est purei et que aa racine positive appartieDt i 
Pune des formas (7*) ou (8«); mais il suffit de consid^rer le eas ou cette 
racioe est ^\y ce qui amdoe la forme (8«), paroeque d'ailleurs en fai- 

sant xrss — on aurait une ^quation traasform^^ dont la racioe, surpas* 

sant Tunlie, sc d<$veIoppe d'apr^s (8.) , et que la fraction cootinue qui en 
ddrive, ^tant pr^ced^e du terme 0, donne imm^iatement celle de x^ 
tandis que les quotient« complets restent les memes pour x et y. Faisons 
dono nsO, dasOi Arssf — 1, ce qui fait coiocider la suite(26.) avec la 
partie sym^trique de la p^riode pr^ent^e dans (8.)« En vertu de (9.), 

C ^tant changd en — ^, f/' en yt^i , ^ en :C|u.i , on a 

^r?-i + c«?-i = (-!)% 

et en vertu de la seconde ^quation (16.)^ posant r s= / et A = 0, 

II suit de lÄ 1\ s=3 ( — \yA} mais on a g^n^ralement Po => Ä, partant 
Pftss(— l/Po> ^^ qui est pr^cis^ment la deuxieme condition (27.) d cause 
des valeurs aotuollos de n, 0^ k. De plus, si dans la formule(15.) on fait 
r^t, Ess ^AC, Pf = {—lyA, on trouve 

r - ^' 4. l/~ ^ 

/ c 

Mais on a «, = 2ao <C J^r et a© <C ]/ — -^ (le signe <[ d^signant que 
le nombre pr^c^dent est rentier inFerieur le plus approch^); partant 
Oi«=:( — 1)^*^00. Or la premiore öquation (17.) donne !Pi = flbPo+(?o 
sssAüQ (paroe<]ue Po^=^ A et Qo^=^ iB =i 0). On a donc finalement 
(^1 es (— 1 y^^ Qj , et c*est k quoi ce r^duit aussi la premidre condition (27«). 
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DoDOy \e& oonditions suppos^es par le 3"* th^reme ^tant satisfaites^ les 
deux s^ries (28.) seront sjin^triques , abstraction faite des signes. 

II est bon de remarquer que dans rexpression g^n&*äle (15.) lorsque 
r>ii, les trois termes — Q^, Prr (— l)''i/JB ont toujours le meme 

Bigne^ en sorte qu'en posant x^= ifiXZ qh est dispens^ de faire ab« 

straotion des signes alternatifs des deux s^ries sym^triques^ ees s^ries (28.) 
^tant remplao^es par deux autres^ form^es des quantit^ ^ et p qui sout 
toutes positives. Ainsi le caraotdre propre au developpement de la quan* 

tit^ irrationelle x s=. y — ^ C et A ^tant deux nombres entiers premiers 

entre eux^ dont C^A, est exprim^ l^ par la formule 

20« * "= r 2" — ^(^^^ ^^ ^' •••• ^-»^ 2<ib), 
a*". en posant x^ = ^^^^ — ^ — - , par la sym^trie de ces trois s^ries des 
nombres positifs entiers: 

Viy ^i> 9^9 •••• 9*-i9 9i^ 

POß Pl9 Pl9 Pl9 • • • • Pi^if Pf 

Dans la Theorie des nombres T. L pag. 50 ^ ou il est question de 
cette ^quation ind^termin^e du second degr^ 

et de la r^lution en nombres entiers qu'on peut en obtenir au moyen 
de la deuxieme formule (17») dans le cas P^ = ± A ^n faisant f^ss Yr^i$ 

q = z^^i \p^ ^tant la fraction convergente ^Äj on trouve le passage 

suiyant: ^,11 peut se trouver plusieurs fois le meme nombre D dans la 
mSme p^riode^ et il se rencontrera toujours au moins deux fois^ puisque la 

Periode est sym^trique (except^ lorsque le quotient auquel r^pond -^ est 

leterme moyen de la Periode, abstraction faite de son dernier terme 2a)." 
Mais dans oe qui pr^c^de, lisgenäre n'a pas d^montr^ la symetrie de la 
Periode, dont il s'agit ici^ savoir oelle pr^sent^ par la troisidme s^rie (30.) ; 
mais il a seulement d^montr^ la symetrie de la premiere s^rie (30«), qui 
d eile seule n'amdne pas n^oessairement oelle de la troisieme. 
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%. 5. 

Une propri^t^ singulidre des deux fractions CM>ntiiiues qui r^sul- 
teot du d^yeloppement des deux raoines (14« ), est, que leurs p^riodes 
sont form^es des mdmes termes daus un ordre ioyerse« C'est ce que 
Lefendre a d^montr^ dans la Theorie des nombres (T. L pag. 95 et suiv.) 
d^une tnaniere tres ing^Snieuse et par des consid^rations indirectes fond^ 
sur la nature de I'^quatioo ind^termiD^e du seoond degr^« Mais od peut 
aussi d^duire cette propriet^ du r^suUat trouv^ dans le 1^ f»^ et c'est ce 
que nous nous proposons de faire dans oe qui va suivre. 

D'abord il 7 a ä remarquer que le d^veloppement de la racine po- 
sitive X (14«) a la forme indiquee par l'^quation (1.) et que la valeur de 
cette forme est g^n^ralement determin^e par T^uation (13.)* U auit de Id^ 
que cette demidre ^quation oomprend toutes Celles du aecond degr^i qui 
peuvent ötre propos^es dans cette recherclie; savoir Celles^ dont Tune des 
racines est positive; car la valeur de x ^tant irrationnelle et de la forme 
A+ V^^f a%ib ^tant rationnels, il est impossiblci qu'il puisse jr avoir d'autre 
^qnation du second degr^ h coeffioiens entiers propre d d^terminer cette 
valeur^ que cette seule ^quation, dont les racines soient a-^-^h et a — ^h. 
II est donc permis de consid^rer T^quation (13.) comme celle, qui nous 
soit imro^diatement propos^Ci et dont les raoines doivent ötre d^velopp^es 
en fractions continues. Or, nous avons vu que cette ^quation (13.) estsa« 
tisbdte par Texpression (12.)f x^^t ^tant d^termin^ par T^uation (10.)* U 
r^ulte de \h que les deux racines de T^quation (13«) se trouvent| si dans (12«) 

on sttbstitue k Xn^i successivement les deux racines de (10.) | qui suivant 
le r^ultat du 1** $• sont celles^dx 

{^H^if ^iH-a^ ^H-3> •••• öii+«)i — 0(a„^i^ a^i^ß ^W<-2> •••• ^^i)* 
La preroiere de ces substitutions donne imm^diatement la racine x de la 

forme (L)t L'autre au contraire exige une transformation comme snit: 
. 1 . 

ce qui d'apr^ cette formule Evidente 



'*"y — 1 + ete. 
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equivaut ä 

On aura dono: oj ^'-s- 

Cette formule est imtn^diatemeDt applicable au cas ou las deux termes 
a^ — a^j^f — 1 et a„^i^i — 1 sont positifs; mais ces termes peuventStre z6ro 
Tun et l'autre, et le premier peut etre n^gatif« Dans ces cas il nous faut 
des transformatiODS nouvelles^ qui s'obtiennent en observant: 1^ qu'un 
terme =s a cet efFet ^ que les deux termes ^ entre lesquels il est plac^, 
s'ajoutent en ne formant qu'un seul terme ^ ce qui s'exprime ainsi 

ff; Qy y^ ••«• a= •••• fA+v> 
• ••• fAf Oß Vß Oß 9ß •••• = •••• fA-}-i/-|-c!; •••• 

eto^y 
2^ qu*un terme n^gatif se fait ohasser de la maniere suirante, 

f*+ T =^ r ='*+ T 

"*"»—!+ etc. 

^-^- r 

1+ 



partant 

(ä) ^.•. pL, — Vß niß •..• ÄS .... (i—lß Iß v—^2ß iß o— 1/ .... 
Cette transformation , ^tant oombin^e avec celle qui pr^cdde^ suffira k 
tous les casy exoept^ celui ou y ss 1 , ou il faut proc^der ainsi qu'il suit : 

"•"ar — 1+etc 
0eta 

partant 

ce qui ne sufiit pas encore dans les cas fi =s 1 et o = 1^ mais on a snivant (a.) 
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et vuivAnt (A.) 

parttnt 

m Attnt un mitier quelconque^ oe qui donne pour K^m 

#••• A> 1| — 1> •> ^> •••• =s •••• \ — ai, 1^ — Ij Oj Pj #••• 
ou 

rt pour K<w 
OU suivttnt (M 
Lorsqu^ \ SS « , on tura seulement 

• •*% n% A» li •'^•f A^ P> •••• — •••• A?"j*l^ P"^*> •••• 

Knfin k^ eas «s= 1 se r^duit au cas ji= 1, en obserrant que d'apr^ {i.) 

Toutefo» il Taut exi'epter la cas ou an m&me temps fi ss l ; mais oa a 
$uiv«ut (a«) 

iNMuequammtNit 

• % • * A,^ I • ■"•l^ 1» ^% •••• i— • • • • A "^ 1.» ^^i> ^ "^ 1^ • • • . 

i^t Ja(^« (^> 

t^») ••«* A> *» "~" l • !• 9* •••• — •••• A**"^I« 1» P^~*/ •••• 

Cm fonuulM (a*)i (^0« (c\>« (/)• (#.) sulSront & tovs les eas saas ex* 
ceptHMi« 

Au rwii^ hl cas dun terme =r — 1 oe se presaatera jainais daas la 
forme ^31 )« «^ et a^.^ eeant coojoars ine^ux: dont 9 oe peut r e« avoir 
q«e caux qui $uiv«^t. 

l*. L« fwmea aii» — c»^— 1 et *,.».iu^ — 1 peurent <krtE positSi 
to«» Im «foux» ce qui woi la forare i,3.) iinaMHfiaeeoienc a^^pficable. conuBe 
it a «t^ Nman^M pli« btaat. 

^' >*% — ^k^ — t 'f«*«' po«ici£ aa paat aroir c,^^^— 1 s=:v.\ ce qai 
ik^Mft^ au i^eu i^ v^^ ^^ vit»)> 

. jr SB 4d^ • a«. • a*: a^ ^^>»^ * ''^^ » . . . • a;,», ^> 1^ 

;JI X xjT =s «I.. <«^ • «^1 «»^.^ — «»^ — l»<i^,*-^4*^ / 



1 • 
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3-. Hn — a^j^ — 1 = 0, «^4.,.! — 1>0; on aiira 

!* = ^1 Äx, Oa^ • •• • «Ä (ßnJk^lf Ä|i+1> • • • • AihH-1^ ^^it^^l) f 
*' = ^ß ^19 Ä21 . • f. Il^2> Ä||-l + l^ ^n+f-l 1 (ö„+|-2> Äi:+'-3> • • • • 
• • • «^114.1 > An 1^ ^il-H-rt)* 

4^ ün — 0;.+^— 1=0, ««+/-! — 1=0; on anra 

!^ ^=^ ^i öl, Il2> • • • • Ä» (Öa+1> Ä||+2^ • • • • ^R+f-^^ 1> Äji""l)> 
^' = ^> Öi> Ä2, . • • . Ä„«j, Än-l + Ä^+l-2 +1 (ö»+f-3> ^ä^+l-4> • • • • 

5^ «^ — QnJ^t — 1 o^götif; on aura 
pour «««,>!: 

x' ä: Ad, Qiy a29 •••• «/I-2/ Ä«-i— 1^ h Ö/i+^— Ä»*-*l C^JU+i-o Äii+f-j> •••# 

pour 11^1 = 1: 

IX =3 4d> ai, 02> • • • • Ö|i-2^ 1> ö« (^^n+l^ ^^1-« j • • • • ^+i)> 
^' = ^> ^^O •••♦ Äii-3^ dn^l -jrh ö|i+« ^/i 1 (Öii+I-I^ ^44-9> 

Ces deux deraidres formules aupposent enoore tfi^.!— *ii«— 1>>0, mais 
^—«„4.1 — 1 Äant positif ou ö„+i>ä„— 1, on peut avoir a^^ssi ^n+l» 0« 
qui donne 
pour a^i>lt 

ix c= aü,öi;a2,....an(ö/.+ij^iH«f»*^+<-i> ö»+l)f 

pour a„^i = 1 ; 

!« = A09 ^19^29 ••••«11-29 IjönCö,^.!, ^2f«^ ^^n+f-l 9 0/1+1)9 
JP^ SSS 009 «19 • » • • «II-J9 ^?«i-a +^<^ +1 (Ä||+<-29 ö|t+#-39 • •*• 
• • f • ö/i+l , An + 19 «n+#-l)« 

Dans le cas iissO la s^rie 1I09 Hi, •••• iin-19 n'a;frant plus de sons, 
disparait des fonnes (Sl.)» (31 o.), (31 ß.)^ (31y.)f (32.)9 (32 ß.) quoique 
en g^D^ral eile doive en faire partie« De ipSme dans le oas n =s 1 la serie 
Oq, äij • 9 • • a^2 clisparait des formes (32 o.) , (32 y.). 

Ceoi ^tant obsery^i ces m^es formules fönt voir elairemeot, que 
quand il y a un nombre entier oompris entre les deux racines x et x^^ 

*) Les deux expressioos fres reinarqoables de x' (31.) el (32.) » ont ^16 dooD^s sant 
d^fflonstratioo par Mr. le Besgue dans Teadroit dii aa oominenoeintiit du V §. 

CreUe*s Journal d. M. Bd. XX. Hit 1. 4 
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on ne peut avoir n ^ 2 (oe qui r&iuUe aussi de la th^orie de Lagrangi^^ 
neis qu'oo e iics2 & oause de (32 a.) et (32 y.) dans le teul cas oA 
n^icsl et ün^i^^m — 1| ^ dans les autres oaa Hs^l ou nsnQ oo 
mdme ncs— 1, saToir n ss si (31.) oa (31 a.) ait lieU| et nss—l dans 
le cas pr&ient^ per (2.)f (30f (6.)« 

Le d^veloppement (31.) de x' ajrant la forme de eelui de x pr^ 
aent^ dam (32 70> on peut diereher le d^veloppement, qui provient de 
eeluUlA (3h) de la iii(&me maniSre que par la tranaformatioo (32 7.) le 
d^Teloppement de ^ est prodait de celui de d?^ et tt est fadle de voir 
qu'oa retombera tur le d^Yel<^[»peiiient (1*) de x d'ou Tod est partu R^oi- 
proquemeot le d^reloppement de s^ pr4mit^ dans (32 7O ^tant aoamis 
^ la tranifonnation (3L)) reproduira eelui de x donn^ par la premiere Amt- 
mute (32 y.)« Bn g^^ral^ on peut distribuer eomme suit les huit träne» 
formations (3L), (31 o.), (31 ß.), (31 7.), (32«), (320.), (32 ß.), (327.) 
en quatre dassea» oontenant ohaoune deux transfbnnations qui sont les re» 
o^proquea Vune de Tautre: 

l-ola8»e:(31.), (32y.); 2- (31a.), (31 7.); 3- (31 ß.), (32 ß.); 

4-* (32.), (32 a.). 
n en r^snlte ^le^ quelle que seit la raoine dont le d^rdoppement en f reo- 
tkm eontinue est propos^, on peut toojoors en tirer mme diatem c nt oe- 
de Tautrew 

Copenbagoe le 23 Man 1838. 



Addition jmx Renuur^es du memoire pr^oedenf» 



Les nombres appd&i P feimant nne suite, dons les prenuara ter- 
mes aont positib» saroir 

-tu» *i> ^tf •••• F^f 
et tous eeux qui smTent aUematiTament poaidfii et negatäs {P^ posftii; 
P^ n^tif ete.), on • poor r>ii+l: 
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qucttre pModeS| qoi appartiennent k x^ commencentpar Xn^, 4»^> Q,,^, 
P^i, et inline par ar„^.o «n+u Qn^ip Pn lorsque (a.) a Heu pour r Än+l 

(ee qiri arrive par axemple dans lea oas o\k — ~^ca 1 ou <l)f O'est 

ee qui a ^t^ d^montr^ par Logran^B (voj. lea Additiona ä Talgdbre d' Euler). 
Maiotenanty poiir trourer le d^veloppement en fraotion continue de Tex« 
presaion (ft.)^ faisons 

u ^-pT ar+ — , u, » 

et DOU8 auronsy auivant la premidre des ^uations (I7«), Q ss ««i^p^^(^^^^ 
partant Qsss Q^^ et siiivant I9 troiaiSme (17,) 

Aiu$i il vient 

d'oÄ U suit^ r — 1 ^tant Substitut ä r dans(a.), «lan^^^^i^« En oooti- 

niiant de eette manidre on voit: 1^ que le deFeloppement oheroh^ donne iine 
fraotion eontinue parfaitement p^riodiqiie^ la p^riode^tant ssn^^ ^r-o ü,..,, •••. 
o'est d dire rinverse de la p^riode propos^; 2^. que lea quotients eompldla^ 
qui 7 appartieDoenty suivent eette loi: 

(ß.) p, f p— -^^ f p-j-^ , ...• 

Ce th^or^me remarquable est d^j& connu^ mais peut«*4tre la d^monstra^ 
lion que nous venona de donner ibi | sera pr^fdrable k quelques ^gards ä 
Celle de Mr. Legendre (Th^rie des nombres^ T« I« pag« OS)« Au raste les 
expressions (ß.) ^tant ootnbin^ ayao Ite d^veloppements (ih)j ("32.)^ que 
nous avons dono^ dans noa Remarques | il est facile d*en tirer les quo« 
tients eompldts de la racine x\ En efiet^ oomme la partie p^riodique de 
eette racine se forme par le renyersement de la Periode du d^veloppe- 
ment de x, il est ^videnti que les esptessfons (ß.) äquivalent elles mömes 
aus quotients complSts en question» 
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Theorema geometricum ad triangoli rec^Unei 

theoiiam pertinens« 

(Scripflft C. Bamus, professor matheseos io nmtenitate HafuoiaL) 



Hl datis trianguli reotilinei area s= T, oiroulorum msoripti et circomsoi^ti 
radiis r et B, inveniuntur tria latera a, b, c tanquam radioes aequatio« 
Dis Gubicae 

quantitates autem b+e — a, a + e — b, a-f^— -c tanquam radioes aequa- 
tionis 

tt»— — ti^ + 4r(4JR+r)ti— 8rr = 0, 

T 



Theorematis ilL Stumm ad has duas aequationes applicatiooe facta inve« 
niuntur Gonditiones, sine quibus e datis illis trianguli partibus oeterae de« 
terminari nequeunt» Debet scilicet: 

l^ radius R Don minor esse quam 2r^. 

2^ area T non extra hos limites esse posita 

r v^[2Ä^+ lOJRr— f^± 2|r(JR(JR— 2ry)]* 
Si eum herum altere congruit T, existente H >> 2 r^ triangulum est isosce* 
lum; si vero R =: 2r, limites ipsi oonfunduntur, adeo nt T debeat cum 
iisdem congruerei id quod triangulum facit aequilatus« 
Hafniae 1 dec 1838. 
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5. 

Demonstration 61ömentaire da th^or^me de Wilson 

gönöralisö. 

(P«r rMiteor.) 



Th6or^me. 

JSoit 8 un nombre entier quelconque« D&ignons par Vi, Vt, Vi, ...• 0*^ 
les nombres premiers aveo » et moindres que »t on a 

dans les trois oas 

2. » =3 ;»", 

3. «ES 2/»«* et 

4. « = 4^ 

p d^goant un nombre premier impair et m un nombre entier queloonque 
>0, et 

5. 0*1 0a «'s * . . . O", SS iV«-{-l 

dans tous les autres cas« 

N signifie un nombre entier ind^fioi. 

Demonstration« 

I. Si Ton dmso par s le produit de deux queloonques des noiu* 
bres (T Premiers aveo 8, par ex« tr^ et tr^t, le reste sera un troisidme des 
nombres premiers aveo #> par ex« (T^, o'est ä dire on aura 

CaTf » ^ et (T^ avoient quelque nombre premier ^1 pour dinseur 
commuu, oe diviseur devroit di?iser anssi (T^ ou (T« et par oons^quent s et 
ov ou fTu en möme temps, oe qui n*est pas, (T« et (r^ ^tant premiers entre 
eux suiyant rbypothSse« Dono 0*^ et s sont n^oessairement premiers entre 
eux» Mais o*^ ne peut aussi dtre =3 o*^ ou ss (T« oar u oela ^toi^ 00 au» 
roit ^t o*,! = Ä^^ + ö*t öö ^t^jf^-iV^+ö*» c*est & dire (r,(^, — 1) ssiVt ou 
0*^(0'« — t)8sA^# et 9 n'ayant pas de diviseur oommun avec tr^ ou o*« da^» 
TToit diviser cr^^^i ou 0*«— 1^ ee qui est impossible, (r^t et 0^ ^^^ot <^8 
par bypothdse» Dono o*^ est un iraUiSm$ des nombres O' prenuers aveo s. 



IL Oeox nombres tr premiers aveo «^ ptr ex« o"« et «r^ , ^ant d^ 
teimiiiiÄ» il M trouvera toujoart an tn^idme tr^ parmi I« fiombrei 9 
prwiitn aTM 9 qai donoe 

Gar^ toieni d*abord (Ti aC av <lrax qneloonque« d« nombret er al 

las ratlas r et £ qm» tohraiit aa qui a ^t^ daniontr^ mos (I«), ta tromra* 
roat toajaort parmi las nombras ^^ na poonont pas Stra ^aux antra evi;^ 
paraaqoa^ a aela dtoit, an anrait 

10. («Ti— 9r) 0^, SS N9 

at 0*« n'ajrant pas da diriwiir aranmon avaa s, <ri^<r^ darrait ^a dm- 
ffbia par ^j aa qui est impassibleti ^i at «r, diaat ^^ tons las deuz^ ^i— av 
Pest ^galament et 4 phis fSwte raiMn« 
Dona» si dans l'^qualian 

an lUt p ar ca u r tr A la Talenr de r tantes Celles de a*o ^ti fs^ •••• ^^^ 
taos las restes r^, r^ r^^ •••• r, seront diffSrents entre eox« Mab taus 
aes restes d<MTent sa tronrer parmi las nambres r: dana ib seront Anv 
ass noodires mteiesy peut-tea dans an ardra diffiSrent de aehn des moU 
tipKQiteavs r 4 fsuehe« Par cette raison H eutera taujonrs pour 
leur d&emin^ da r saroir rssa*^ (&) quelqiia r^ par ex« r« < 
Itft r^qnstion (&X 

IIL n 7 anrn tanjonrs an nombra av ptniu les nombres r praonan 
arae a qoi satisfiut r^qoation 

12. avr. ca»^#+l, 
r, tent an nombra dSAraMM^ prb ^gd^aient et 4 Tolanl^ 

Gar en Tertu de aa qin a M d^monlr^ sota (II«) il axisla toujoiirs 
an tal nombra av ponr lea dsofx nombres d A er min ds a*« at a> saos (8.) 
ftiXxsc^ 9fk too fa a r s an des nombres av 

IT« S dans r^qoalion (12.) an fiut paraoorir A a; Awfoka valam 
dsa «Mnbraa a* ptemiera avea 9, ov paraaorm ^damenf tmäm ass 

Gsr si pour danx valeara diffarentas de a-.j par ex» o^ et o-,, 
mtea falaar de r« poorroit satisfiure Taquatioo (12.) an nnrait 
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et (T^ n^ajant pas de diTuear oommun areo 9, 0*1—^^ devroit dtra dm« 
sible par #, oe qui ne ae peut pas^ (Tx fi (r^ eü k plui forte raiBon 0*1— *av 
^tant <C^« Dono pour dea iraleura diflß^rentea de ü'^, eellea de ^« sooa (12*) 
aeront ^alement diffi^rentea et il suSt de lä quei ai (r^ paraourt toutea lea 
vtfleora de r^ ff^ lea parcomra ^galement» 

y« Dana la a^rie dea ^quatioiia 

iTa 0*1 S=t JV^ + 1> 

(Ta (Tj CS JV^ + If 



ou en rertu de ce qui a iii d&nontr^ aous (IV«) lea faeteura &a$ ^a> ^«> • • • 
• •• cr^ ne aont autre choae qoe lea ^ norobrea er et par oona^qiimt in« 
^gaux entre eux, il peut y en avoir d'^qiiatioos 01& lea denx foeteara d 
gaudie aont i^mir entre euau Le nombre de oea ^uationa aera toufoura 
pmr et h chaque ^quation k facteura ^ganx correapondera une autre^ dont 
le ÜMiteor^ moltipli^ par le facteur de la premidre ^quation donoe pour 
prodoit Ns — 1^ de aorte que^ ai par ex« on • 

15. (r*«a2V* + l et 

16. (T? = JV* + 1, 
00 aura en m6me tempa 

17. cr^tTi s= JV^ — 1. 
Car en premier Ueu on aura 

18. (r;=JV^ + l 
ou bien 

19. ((r.+ l)((re— 1) ^Ns 
aoaaitdt que ^«+1 eatdiviaible par undea faoteura de s et o*«— -1 Teat en 
mdme tempa par l'autre» et oela peut viaiblement avoir lieU) 0*« + ! 00 
(Te — 1 n'^tant paa neoeaaairement premier aveo # oomme # Teat. En effet 
(Tc— 1 aera di]k toujoura oo-divi«b!e aveo 9, ai 0*ssl; aar alora «r^— •! 
eat = et eat diriaible par 9 mdme. Maia oette oo«di?iaibiIite peut 
aToir Heu aiiaai pour dea raleura de tr autre que Tunit^ Elle aura n^ 
oeaaairement lieu [mu* ex. ai ^ eat le produit de deux riombrea premiera 
abaolua p et q, diffi^renta de 2 Pun de l'autre. Le nombre Z'+l =^7— 1» 
mojen entre eea deux focteura^ aera alora neoeaaairement un dea nombrea o* 
premiera aveo 9, puisque «r, s=:/y -f-^ = 7*^^ ^'^^ diviaible ni par p, ni par 



g&p + 2. Et CO nombre mojren doDoe of— t sa(^+l)'-^l =;i(|r+2), 
proihiit difMiiUd p«r |» et par ftsp + Q. Dane enpremier lieo r^quatum 
r^ aAr#4*l Mt toujoim possible» et oelti tuTant les aroonttaMMi memo 
pour d'eutMi Tileiin de Ct ^ue l^unit^ 

Sn Mcomi S€M, ti r^ premier «Tee ^ domie o^ =iV#+l^ t-^r«, 
ogel^meet premier «reo ^> Amnera eossi JV^-l-l, ear 

Dette permi lee Bombres premien aree 9 eeux qm, midtiplies par eox« 
rodanet» do en e a t i^t-flf eustent tOQJoura |p«r c^i^^Im. Si o-, est Tmi de 
cft nemhrea^ « — Ct Mra rautre. Pto o om ^q ae ot le aombre des ^qoatiooa 
II fMteun ^ux pami edka (14.) est toujovn pmur. 

En hvisiAm Ki^ toul aombfe o^ Premier aree ^ qui doDoe a^ ^3 
A>4^1t wjmiU pour oorceipottdant Ci s=^ ^ — ^«t io pradoit de ces deax 
aeadhrfa est 

Ml Ct^ ■• ^*(«— O = Ct* — c? = N^^&i =a 3r*— 1. 
IKme r«€li est toiqeen Ns-^l. 

W. Fimi ka ^qwtiea8(14%) il B*«sirte pas plimeen» m nieeM deux^ 
daas leaquelles im aeul dea deux bctewa a faocbe seit ie memew Ov lea 
ladeuffs soet lea m^aMs tom ka daux^ o« aocwi ne Fert» 

Cv m par es» oo pevtait aTeir 

2L «-.r, = i%> + l el 



2X r«(r,-ri) = A^f^ 
et cela ae ae pe«ft paa» p ii h yie r» mt pi e aa ieg avec # et r^ — r^ a eat pm 
di¥Wbh pear ka aeul par «^ r^ et ri> at a plua iarte ramm t,~ r^ 
<aw DeM dm den facttms d^aM dca eipmüem (14.) r«m m 

ka dmx lactema aeat yiar eaira e«x» L^antre em e« ka 

▼tgaaeat teaa ka dmx^ eai cdki d» 

ka fok e4 i esiifee des tS^palMa a iKimr amyomr, 

Jime fbk» Le anmhrr^ dm efpmbMs i 
de mTam fae feot ealm dm eijmisam a 
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Cor dans la e^ria des seconds faoteura Ci, tr^^ cr,^ «••« tr^ (14.) 
üucun ne rerient« Dodc ai dans Pane ou l'autre Ration las dausL ftu>- 
taura sont igfxax, aucun de oea deux Ikoteura ne revietadra« SI au oon- 
traire las faoteura dana une Ration, par ex« dans T^quatioxi 

24« c^(r»=: Ns+t 
sont m^auXf de aorte qua, ou «r^^ov ou tf'f^o«: qu'on aille en ayant 
dans le premier de ces deux oas et en arridre dans le aeeond, et Ton re- 
trouvera neceasmremeiU, las facteurs parcourant Um9 las nombrea 9 dans 
la s&ie des seconds footeurs (Ti, C2, g'^, •••• c^, le facteur c, lui rndme^ 
mats on ne le retrouvera pas plus d'une fois« Maintenant ü Tun des deux 
facteurs revianti Yautre reviendra ^galement en meme temps (TL)# Dono 
chaque ^quatton k facteurs intfgaux revient identiquementf mats non pas 
plus d^ine fois» Lc nombro de ces ^quations est donc toujours pmr. 

YIII. AucuD des facteurs relatifs aux ^quations d fiictaura ig^nx, 
ne peut se präsenter dans aucune ^quatfon A fiicteura in^gaux; et red- 
proqaement« 

Car SI9 en premier Heu, le facteur d'une ^quat!on ä facteurs ^i^m 
reY6Doit dans qiielque aufre ^quation^ le second facteur de la premidre 
^quation reviendroit ^galement dans la seconde (YI.): donc ceUe^ci ne 
seroit pas une 6qiiation k facteurs in^gaux» mais ä facteurs ^gaux, et deux 
equation aux mSmes facteurs ^gaux n'existent pas| dono aucun facteur^ qui 
entre dans les ^quations d faoteura ^gaux^ ne peut revenir nulle part« Et 
m^ en second lieu> Tun des facteurs d'une Equation h facteurs inigmut re- 
Tcnoit dans une autre ^quation^ oette Equation ne seroit pas une des ^qua« 
tions k facteurs ^auX| paroeque l'autre facteur reviendroit en m^me temps 
(Tl.): donc aucim des facteurs relatife aux ^q^tions k facteurs intfgaux 
ne peut se pr^nter non plus dans les ^quations k facteurs ^gaux« 

IX« Si Ion d^igoe dans (14.) par 2m la namiire des dquations ä 
facteurs inSgaux, nombre toujours pmt (TII«)^ eelles parmi ces ^uationst 
dans lesquelles les facteurs sont differents, oontiendront Ums les nombres a* 
Premiers avec s excepte oeux qu'offrent les ^quationa k facteurs ^gaux^ et 
chacun de ces nombres ne se prcientera pas plus d'une seule fob« 

Car les (P ^oations (14.) contiannent tous les P nombres tr sans 
exeeption, et öhacun de ces nombres deux fois, ni plus ni moins^ parceque 
la s^rie des seconds facteur« Ci, Ci, Cyf •••• c^ est la s^rie comptöte et 
ordonn^e des <P nombres (T; peudant qua la s^rif^ des premers üactenra 
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9a9 (fbß (Tcj • • • • (Tx est la meme «Srie, peut-dtre dans un ordre diffiS« 
teot (Ff •)• l^s Im ^ations ä faoteuni ^aux pr^ntent leurs facteurs 
deux fai$ chacun, et auoun de oes fecteurs iie re?ieot dans les ^lations 
ii &oteiir8 in^gaux« Dodc les 2 tu ^quations ä fiaioteurs in^aux pr^nte- 
ront toos les nombres tr non-oonteous dans les dquatioDS h faoteurs ^gaux, 
et diaouD de oes nombres deux fois« Mais oes 2tii ^cpiatioas sont iden-' 
ticpies par oouples (VII.) ; done tu de oes ^uations ooDtiendront il^jd toos 
les nombres tr non - contenus dans les ^uations d footeurs ^gaux et auoun 
de ces nombres plus d'une fois« 

X« Le prodult de Ums Us funnbres c premiers aveo s divis^ par s 
laissera pour reste -f* ^ ou ~- 1 selon que le nombre des couples des equa« 
tions d faoteurs ^aux est pmr ou impinr. Cola reut dire que bi Ton 
d&igne par 2n le nombre des ^quatioos ä facteurs egauX| nombre ton- 
jours pair (V«)^ en a 

25. 0x0-2^3 ••••^y = Ns^i si n est pmr et 
26« 0i(r2(rs«**«0'y 8s Ns-^i si n est impair. 

Car le produit des m ^quations d fscteurs m^gaux et diff^rentS) 
lesquelles pr^entent tous les nombres ff, exoept^ les 2 it nombres qu'offrent 
les 2n^quation ä facteurs igaux (IX«) i donne {]Sis^ty^=^Ns^i\ dono 
le produit des dits nombres est s= N8-\-l. De Tautre cöt^ le produit des 
2ii nombres er inegaux, contenus dans les 2n ^uations k facteurs egaux, 
donne (Ns^-^i)% celui des deux nombres <r contenus dans cbaque cotiple 
d'^quations correspondantes ä facteurs ^gaux ^tant Ns — 1 (¥•)• Donc lo 
prodcut de la totaltt^ des nombres o* est 

27. (Ns + i)(Ns^iy; 
et oe produit est cs^Ns^i ou iV# — 1 selon que n est pair ou impair« 

XI» Jusqu'id fl a ^t^ d^montr^ que le produit de tous les nom- 
bres Cf Premiers avec Sj est toujours s=iV^±l| quel que seit s. U s'agit 
mabtenant de distinguer les cas ou Tunit^ dans Ns±i doit etre prise 
areo le ngne — * de oeux auxquels convient le signe +• Comme cela 
dopend du nombre n de oouples d'^quations ä Ceioteurs ^gaux dans (14.), 
^fest h dire du nombre des raleurs de (T dont les carr^ divis^s par a 
donnent + ^ P^^^ resto^ il s'a|pt de sayoir quel est le nombre des valeurs 
^# que C peut avoir dans l'^quation 

28» (T* = Ns+i^ 
N d^signant un nombre inddfini« 
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XIL De oeite ^quatioii on tire 

29. ((r+l)((r— 1) ^ Ns, 
et pour 8ati8&ire oette nourelle ^quatioa il faut, qu^en d^nipoBant JV# 
en deux faoCears de toutes les maniSres pcanblesi Tim de ees faoteun seit 
^gal Ä ^— -I9 Tautre a o'+l» 

D'abord il se pr&ente les denx faoteun t et iV> mais lear prodidt 
JV^ pourra enoore £tre d^oompos^ de beauooup d'autres maiu^res« On 
embiassera toutea oes d^oompoBitioiui en sapposant 

30# ^ s: tf r et 
31# N = tiiVi, 



de Sorte que 
et puis 



32« (jr + 1) ((T — 1) s= II t? fiir^ , 



33. 0*4-1 8= uvi et 

34. IT— 1 = vui. 

De lä 011 tire 

35. ff = fiv^ — ly 

36* ff = rtix + 1^ 

37c 7 ff = irr^+t^ti^ et 

38. 2 = fit?4— rtix, 
eu loutes les yalenrs possibles des faoteurs de Sy y eompris 1 et 3 et # 
et iy pourront prendre la place de u et Vp et il s'agit maintenant de sa« 
vduc si une ou si auoune ou plusieurs yaleurs de (T ^ ^ oooviennent k un 
oonple d^termin^ de faoteurs u et Vp 

Xm. Nous remarquerons d'abord quo deux faoteurs u et v, qiu 
eonviennent h qudque valeur de #> ne pourront jamais avoir en eommun 
un faoteur plus grand que 2« Car un tel faoteur ne diviseroit pas le 
nombre 2 k gauohe dans l'^quation (38.)« 

Dono il faut que les valeurs de tont oouple de faoteurs u et v, pour 
iesquelles il pourra exister des valeurs de ff, soient ou premii^res entre elles 
ou ue soient divisibles en ni6me temps par quelque autre nombre que 2. 
Tous les faoteurs ti et o oonjugues^ diTisibles par on nombre plus grand 
que 2| doivent ßtre rejet&j car 3 n'exfate auoune valeur de er qui pinsse 
leur oonvenir. 

XIV. Dans le oas ou les deux fsioteurs conJuguA u ^ v sont /^e- 
nd$r'9 entre eux, il existera toujonrs wm valeur de fi| < n et wte valeur 

5* 
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de Vi^v oonyenables ä T^quatlon (38«) oo bin ä r^ation 

UMos Bon pa9 plus fuM huU valeor« 

Gar puuque les laoteim <i et ü dohrent dtre premiers entre eiiX| 
le nombre 2 n'en est pas &oteur commnD« Dono ou des deux oombrcs 
fi et u anoim n^aura 2 ponr fiicteisri oa l'un d'eax seolement I' aura« Seit 
oeliii cpii n'est pas dhruuble par 2^ le nombre 2 sera un des nombres pre« 
mien avec v, que nous d&ugoeroiis par Zx, Zi, Zi, z^, •••% De sou eftt^ le 
iaoteur ti^ qui a ^t^ suppos^ premier avec v, pourra £tre regard^ ^gale- 
ment oomme un des nombres z premiers avec v, meme lorsque u seroit 
plus grand qae Vj oas o& Ton auroit u — Nv^ssz^^ 

Seit z^zsiu oa bien z^tszu—Nv. En muItipUaot z^ par tous les 
s^t^ et dnrhant les produits par v, tous les restes r seront diffi^rents 
entre euZ| ear si par eac« on avait 

40# ««.«jtB=JV»+r et z^.z^tsaNv+r, 
on auroit Zg(zi-^Zr)sssNv, oe qui ne se peut pas, z^ ^tant premier avec 
V et zi — Zr^v. Dono les restes r paroourront niScessairement iautes les 
valeurs de z moindres que v, et oela en ne toucbant chaque valeur de z 
plus d'une fois« Dono aussi la valeur 2 de « sera touch^ par ces restes, 
mais non pas plus d'une foisy et par suite il existera toujours une valeur Vg 
de z^Vß mais non pas plus d'une qui donne 

40'. v.v, = JV»+2 
ou bien uvi ess nix+^i eomme (30.) 9 en ^rivant Hi au lieu de N. Et 
puisque Vi^v, on a 11^1—- 2 ss vUi^uvf dono aussi th^u, et il n'exi« 
stera qu'une setile valeur de Ui ^ u, de m£me qu'il n'existe qu'une seule 
valeur de ri^r« 

XV* Si les deux facteurs oonjugu^ u et v oni h nombre 2 pour 
faeUur commun, oas qui peut se pr&enter dans notre problSme (XIII«), il 
existera toujours J^tix valeurs de ti^iii et deux valeurs de vK^v^ propres 
k saüslaire l'^quation (38.) ou (30.) > mais non pas plus de deux valeurs« 

Puisque les nombres 11 et r ne peuvent pas avoir en oommun de 
Iaoteur plus grand que 2, si on les divise par 2 et qu'on suppose 

41« iiss2tf, vtsz2v, 

les qnotients fi et 9 seront ntSoessairement prenüers entre eux« 

MttS en substituant les expressions de ti et 9 (4L) dans Teoua- 
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tkNi (30.)i ^^^ ^qoatioii) ajant ^te divisee par 2^ se reduit 4 

Cette nouyelle ^quaüon est pr^mement dans le cas de la pr^o&lente (SO«)^ 

tc et r Stallt premien entre eux et 1 ^tant toujoura iio des nombrei pre« 

nitfs acreo tc et r« Done U ezuitera toajoura iine unique valeiir de tf| < u 

et one unique valeur de Ox <C f propres h satis&ire l'^^quafion (42.) et par 
auite en mSme temps l'^quation (30«)^ oeUe»oi n^^tant aatre ehose qoe 
r^qoation (420 muItipU^ par 2. 

Mais pendaot qu'il n'existe qu'une seule valeur de Ui et de Vi fOMn^ 

ir€8 que ti SS ^tf et v^s^ \v (41t)| toutes les Taleors de Hi et Vi expri« 
m^ par 

43# nti-ffii et nr+t^o 
cu n est un n'ombre entier arbitraire^ oonTiendront ^galement d T^qiia« 
tiaii (42f)« Car elies doDoent 

44* ii(nf; + rA) = r(«ti + tii)+l, 

11 
ce qui n'est autrechose que uv^^siVU^^Xy comme (42.)» Si n dans (43.) 

1 
est plus grand que 1, la valeur nu^Uj,z=z^nU'\'Ui (41.) de u^ est plus 

grande que u et la valeur nt^+ris^int^ + t^i (41.) de ri est plus grande 
que V, et les valeurs de u^ et Vi plus grandes que fi et r n'importeDt gueroi 
car alles donneut dans (37.) 2(r>'2tir^2^ et tr^s, valeurs de <r dont 
ü ne s'a^t pas« Blais il en est autrement si n s 1« Dans oe cas (43«) donne 

45* ntr-f-iixtss j^tf-f-ti^ et iir+^i=^i<' + <^o 

et itf+t'i ^t toujours plus petit que u, Ui ^tant <^\u, et j't^ + t^i ast 
toujours plus petit que v, v^ iXmi ^^r. Donc^ outre f^x et v^, aussi 
Itf+^i ^^ i<'+^i> ra m6me temps qu'ils conviennent d requation (39«) 
rempUssent la condition d'etre moindres que u et r« 

Donc si ti et 9 ont 2 pour facteur commun^ il existe toujours deux 
valeurs de tii et Vi moindres que u et v, savoir 

46. 1^' ®' ^^+^1 ^ 
Jt?x et ir + rx, 

mais non pas plus que ces deux valeurs i propres A satiafaire T^quation 

(300 ou oeUe (38t). 



SS Ab DAioasIHrfim iUmmt9ir§ du lk/oi4ne dt ITiZion gimA-dlUi. 

XYI« Si ke deox ftotenn conjugods ti et 9 de trvss^ sont p-ie-^ 
«MTf mdM €iix, exiateim toi^oun tmg valenr de a-<^ propre k sitii- 
fiure rdqoitioD (290> meit iioii |Nif jilKt d'tOM smUe valenr« 

Cir diot oe €M n existe toujoim sonrant (XIT.) me Talenr de 

«k<if et ane Tileiir de ri<0 propret ik nüsbSn P^qaefion de condH 

tioQ (380> nun hod pes plin de cette seule raUur; doQO e* soifnt mb 

ej^resakm 

48. ^ = *(«r,+üfiO (37.) 

n*a qu^one emle Tdeur, et c^te Tilear est plu pelile qne i^(«9-|-vfli} 
es^.2is=^j coinme oele doit toe. 

XTIL Si les deiK laoteiin eoBJagii^ fi et o oitf |0 mna^ 
fiK^mr €ommMm , 3 exiite to e ym r t dEeacr Taleun de ^ moindrei qoe « et 
diSmetM haie de Feetre de is propret A Mtkfiwe r^qaetion (20.), mn 
3 Braille per pi« de ees deux nlens. 

Cer dtM ee cei 3 exfate toiqoon nmeit (XY.) deux tiIbict de 
tK<tr, MToir «t «t iir+«i oa »i<i«, et den n l cMa de •k<f^ 
leToir r^ et iv-f-i^ oa ri< j^v proprea a aatk&are r^qoetioa de 
tioD (3&)9 mak w» pM ph» de eea deux Taleun; doae r anitaBt 
eiUHreaiien (46.) m im denx Tdkws 

\r^\(MWx+w%) et 



i 

4T. 



4S. r=:f#+r; 
a .'. p« pläi ^ CCS den vikm SKtmäm Umm de raeli. d. f» 
«t plus fctics <|M * toette 1« deoK, Ui etat <i« et r,<4« et p« 

XTm. S h valnr r. de r tarnnB^ ma. f eit i Mi • .1 r 4e 

49. rs BS « — r, de r 

rss<i et «s— de .csmi .1 ~ 



r 

ri et rz de r acroak eg ei we eili. dab 
C«r n ivbmi Im ateee nkm de % .1 v^ qri. 




6* Demonstration dUmentaire du thiorhne de Wilson g/niraUs^ 39 



de u et r> od auroit en verta des ^quations (33. et 34») 

50. ou cTx+lssrtii et o-^^i = ^«^if 

51. ou 0*1+1 == vui et (Ti — 1 s=s iiVif 
en mSme temps quo Ton a (33. et 34«) 

52. 0-1+1 8= uvi et ö*!— 1 = rui. 

Blak (50. et 520 douneat o'i+lsvt^istft^i et Ci—'lssiiUiszvUif de 
Borte que 0*1+1 et 0*1—1 tous les deux seroient dirisibles par u et par 
V en mSme temps et par suite par uv^ss; oe qui est impossible. Puis 
(51. et 52.) donnent o*i+l— (ö*i — 1) ou 2=5üiii— i?iii = tir^— iii?i=0, 
oe qui est absurde« Dono U est impossible que les memes valeurs de Ug 
et Vi ne oesseut pas de satisfaire l'^quation de eondition (38.) si l'oo j 
met t^ et ti d la place de tf et r^ ee qui r^uit cette ^quatioo ä 2 = vvi — uui 
ou & 2 SS vUi — uvi9 n faut n^cessairement qu'il j ait iSautres valeurs 
tf2 et v^ de tii et ri propres & satisfaire la nouvelle ^quation de oondition 

53« 2 s=3 rua— tir^. 
Cela pos^9 pnisqu'oo d dejä 

54. 2 = tiüi^vtii (38.)f 
on tire de ces deux ^quations 

55. 2—2 = = r(tt2 + tii)— «(r^+rj 

et de lä 

56. nCt^i + r,) s= t?(«ji+tt2)« 

Bfaintenant il n'y a que lümo? cim; Ou fi et ü sont premiers entre eux^ 
ou ils ont le nombre 2 pour &oteur commun, mais aucun autre nombre« 

A, Dans le jnretMer cas «i+tfi en vertu de T^quation (56.) doit 
£tre divisible par ii et ri + r, par v, u ^ v ^tant premiers entre eux. 
Mais quelles qoe soient les valeurs de tfa et ^29 elles ne seront jamais nf 
sdro ni ^n et v, de la mSme sorte que iii et ri ne le sont pas; dono 
iii+«^ ue pourra £tre que «su meme^ et 1^1+ 1^2 ne pourra Stre que v 
meme^ de sorte que 

57. U2 = u—Ui et Ta = V — ri. 

Cela donne^ en ajant actuellement en vertu de l'^uation (37«) j 

58. P^* ~ vu,^uv^i 

120-2 = r(a— tii) + ti(i?— üi) = 2iit^— (ii9i + 9fii)9 

c^est k dire 

2(r^ = 2*~2a'i5 



40 fi> Ddmonstraüm JUmentairt du thJorhnt dt WÜMi ginirmlii^. 

cm bien 

oomme dous Tavoiui «vane^ 

S. Dans le seconä cas T^quation (56.) 6tgMk di^ktf par 2 ae r^nil ä 

Puisque id ^u et ^v sont premier entre eiix, il faut qua t^t+^ ^^^ ^ 
Tisible par ^v et ri4*t^2 par i^^ ^^ >orte que 

61« 1I1 + 112 a iV.^if et 

62« rx + r2 s=s iV.^r« 
Mais dans le cas aetuel l'^quation de conditioD (53.) se r^ult de son e6t^ i 

61# 1 SS iVU^^^UV2l 

oÄ »2 et 1^2 ne sont ni s^ro ni !>itf et Iv, de la mSme mantöre que tii 
et üi ne le aont pas« 

En mSme temps les autrea valeurs ^ti-f-tia et j^r+<^a de i«2 et 1^ 
aatisfoDt encore T^quation (SS.X cea valeura ^(ant pliu petites que u et v; 
de mSine que les autres valeurs ^u + Ui et ^r-f't'i aattsfont enoore 
r^quation de condition 2c=iiri— rti^ (38«X ^^^^ raleurs ^tant plus petites 
que u et r, Dono ai Ton eorit les differentea valeurs de Vi et Ui, ra et t<t 
eomme suit: 

63. Ugssui, iw+t^i = «^ii Pi = t^o i«^+<^i = t^ii 

on aucB 

65. i+isssiUj i +112 = II, tix+icÄii, i + tJi = |ti, 

66. ri+r2 = ii?, «^i+«^2 = t^> ri+rxs=r, Vi + v^ss^p 

et 

& 1 t t 1 1 

67. tla^itt— H^csU — «i, ||j=tl — 11^ =|ll— «,, 

68. r^=a|t; — Vissv — v^, Vt=^v — v^^sl^v — Vg. 
Dolic en d^signant ^gal<$ment par les acoents 1 et 2 les deuz valeurs de 

^1 et ^29 aaToIr 

i II % t % 

69. (Tx^aaiiUVi + VUi) et (TiSsz ^(UPi + VU^ (37.) et 

1 II % ft . s 

70. a'2»=l(tt»2 + «^«3) et «'2 = J(««'a + «^t^) (58.), 
on aura 

71. (ft = l(tii+rtiO et <r, = i(ti(ir+ri) + r(iii4.ii|))B=ia+^,, 
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n. \ t 



W# (Ti + ö-a = * et «'i + a"a =s ir 



et par oons^queot 



74# (Ts SB ^ — cTi et 



11 

c'est & diret les deux v^ieurs 0*2 et 0*2 de 0*2/ conrenables aux faoteurs r et 

n de 9 SS vu, ae trouventi en retrancbaot de s Celles (Tx et 0*1 de <ri; 
comme il a ^t^ avanc^« 

XIX« Si les facteun «et 9 de b^s^uv sont impmrs (ous les deux» 
de aorfe qiie $ est impair soi-memey la valetir de (T^ qui convient h ces 
faoteurs, ne oonviendra ä aucun autre couple de faeteura jr et / de ^ =3 jry, 
^galement impairs« 

Car seit K le plus grand diViseur oommun de 11 et a? et 

de Sorte ^ue Uq et X(^ sont premers entre eux, 00 aura 

Dans le oas ou tf et jcr sout premiers entre eu^:^ 00 aura A.*^3=: 1, 
tiQ^=iU et Xqz=sx. 

Si ti est un multiple de x, op aura Ks=x et 4^0 = !• 
Si JT est uQ multiple de u, on aura \ = n et fi^ s= 1^ 
Pe (77.) OD tire 



et y ^tant =:-l = lilJ, on a 

70, 



Mainteuant aoient Xi et yi les nombres qui satisfout l'^quatfoD de oondltioo 

80. 2 =5 xy^^yxi (38.) 
propre aux faoteurs jp et y^ et soieut Cu et (T^ les valeurs de er qui oon* 
Tienjaent aux deux couples des faoteurs ti et r et jp et y de 8, de sorte qu'on ait 

81. (T^ 

82. (Tx 
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78. 


» 


dr 


s^ U 


«0 








a 
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UV 


SS 


r 




• 



= ar>-,+ l — ya-i — 1, | 
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83« uvi = xyi et 
84. v»t = yxi 

Mm les ^qoatioM ^.) et (84.), ea j tubatkiittit lei eJ Hir e< iio M 
de« etx (78.) et (79.), donaeat h praniece ift>i=sif ^yi, c^eet 4 dir« 

«5. ^^^^ » y. 
et h eeemide e«i s r — x^ , c'est 4 Are 



80. 







Hamteiunt «^ et j^ daat pramien entre eux, et x et >-> aimi ^e »t et 
yi ^faat des MNnbres eotien, les equatioiis (78* et 86.) fo^ Toir ^le « 
et «I doire^ etre Arisibles per «^ ton les deux^ et les ^quatioBs (7dr et 85.) 
feot Toir fii'€» «or^ temp^ 9 et r^ doiveDt £tre dirisiUes per Sq toos 

Hais en Terta de T^qoetion de eonditioD 

87. uvi — rifi = 2 (38.) 
■inettfiiiiretViiie pemreot g^a^releinent SCre dmsibles qae per les 
aomlires 1 et 2 poMque 2 n*est dirisible per eacan eutre iionibre9 et ai « 
et u^ seilt diyisibles per 2^ r et fi ne sont plos dtriaibles que per 1 et 

j eer sitiettrietvetri ^oient dirinbles en meme tonps 
per 2^ le aooiface 2 4 droite daiis (87.) deTreit £Cre dirisible per 2.2=349 
ee ffOBL a'est pes. 

Dooe les diriwors eonmiuiis u^^ tA x^ de u 9i Ui et de 9 et ri ne 
penrent toe que les nombres 1 <ni 2, et nomm^meat, ai «^ Mt ss2y fw 
ne peat e(re qoe 1^ et r^ciproquement. 

Dens le ees aetoel ni tfo ni ^o^ divi^ws de ir et jr> ne penvent 
^tre s=5 2, « et jr ^tant impmn, suinunt l'bjpotkcse. Donc ioi «b ^ 
Xo ne pemre^ ^tre qne 1 tous les deox en mSme temps^ ee qui donne 

^s Y = l (77.) et par suite 

88. « = apetrs=y (?%.). 

Donc dana le eas de ir et r impmrs, il n'exisle anonn entre eenple 
de CMtenrs x et y de # anquel eonTiendroit la inSme valenr de ^ qoi 

üfAioan « et r« 
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XX« Si des deiix faeteurs n et f de ^csur 

A. u est hnpahr, Tautre v pUir, la iraleur de tr qui cooTient aux 
factears u et v, coDTiendra eo UK^ine temps aux faeteurs 

89. x^si2u et y=5|r de s ss xy, 
mais h auoun autre eouple de faeteurs« 

B. Si u est pmr et r impair, la valeur de o- qui eonvient aux fae- 
teurs ti et t, coDTiendra en meme temps aux faeteurs 

90. s^=i\u et y = 2t) de ^ =s ary, 
roais d auouD autre ceuple de faeteurs; 

Pour treuver d'autres faeteurs x ei y auxquels pourroit eonvenir 
la mdme valeur de a> qui eeuvient aux faeteurs u et v, supposons 

91. u = Kuo et jp c= \4fü> 
comme (76.)« Nöus avons vu dans (XIX.) que Vu et xo ne peurent ja- 
mais avoir d'autres valeurs que 1 et 2 et que hö est ss 2 si Xq est 1 et 
que tio ^t ^=^ 1 si Xo est 2. 

Mais Ho = 1 ^t ^0=^2 donnent en vertu de (76.) 

92« t< = A.9 X S3 2 \^ done ^ = 2 u et u^=^ ^x^ 
et tli> ^^ ^ et jTu = 1 donnent 

93« fi = 2Ä. et x^=iK, done u^s^2» et j?cbj..ii. 

Premier css de ii impair et v psir« 

Dans ee eas :rss|if (93.) n*a pas lieu« Done il n*existe lei que 

Tunlque valeur 2ii de jp (91.) et par suite Tunique valeur iv de y, aux« 

quelies pourra eonvenir la mSme valeur de (T qui eonvient aux faeteurs u et r. 

Pour voir si eeia a lieu effectivement^ ^orivons 2^ et |^0 au lieu 

de X et y dans Ti^uation de eondition 

94. xyj.'-yxi = 2 (38.) 
qui doit i^re satisfaite par las nouveaux faeteurs x et y, nous aurons 

95. 2uyt—^vxi =s= 2. 
Quelles que soient ici les valeurs de Xi et yi , il n*y en a ^un seul 
eouple <^2u et ^v si 2u et j-o sont premiers entre eux^ e'est it dire si 
^v Mt mpmr, comme u l'est^ et il n'j en a que deux oouples de valeivs 
de Xx etyi<^2u et \v, saroir les deux valeurs Xi et Xi + ^(2ii) =5 x^ -^if 
de Xi et les deux valeurs yi et yi + iCI'') = Xi + i«^ de y^, at, etant 
^ir et yi^if dans le eas 01^ 2ti et |c> sont divisibles toutes les deux 
par 2 9 e'est k dire si ^r est pair eomme 2ti Test. 

6» 
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Malü Tun des eouplai de valeuni de jti et yk 9^ MtitfoBt T^qi»« 
tioQ (95.) est evidemment celui-ci: 

96. xa = 2iii et y^Ä^ro 
ear oes valeurs de x^ et yi substitoees dans (95«) donnent 

97. 2u.\ti — l9.2ui SS 2 5=5 trra— ruii 
ee qui n'est autre chose que l'^quation de oondition (38.) eile mSme, qai 
doit etre satisfaite par les facteurs u et v. D'aüleurs les valeurs 3iii et 
\Vi de Xi et yi (96.) ont toujours üeu en Dombres etUiers. Gar r a et^ 
suppoft^ pair, dono v Hg est pair et uv^=^2'{'VU, Test ^galement, et aussi 
r^ ti Stallt ia^mr; doDC ^r^tssy^ est entier» Donc 2ui et |ri consti- 
tnait effecrireinent le seul couple de valeurs de x^ et yt qui out Heu en 
(96.) dans le eas de j^r w^air et Tuo des deux oouples de valeurs que 
peuvent avoir Xi et yi daos les cas ou ^o est pmr. 

Hais les valeurs de o* qui puissent oonvenir aux facteurs jp et y de 
s:ssxy s'exprimeiit par 

©8. (Tx — a?yi + l = yjPi— .1 (35, et 36.), 
pendant que Celles qui convieoDent aux bcteurs n et i? sont 

99. o-« s= iiri + l = rait — 1 (35. et 36.). 
Donc» fittsant dans (99.) jp — 2io y = i9(92.) et Xgzs:2u, yi = i9i(96«)» 
on • 

100. ^, = 2ii.iri + l Ä |r.2ii,— 1 = uvi+i = rir^— 1 

aC soivant (99.) 

101. Cj, = 0*«. 

Donc la meme valeur (T^ de er, qui convieut aux facteurs u et 9 de s^s^uv, 

eoovieot aussi aux facteurs 2m et jr dans le cas on if est impair et v 

pair, mais a aucun autre couple de facteurs. 

Secoiid CSS de ai pair ei v impair. 

Dansoe cas ti =s-^jr (92.) n'a paslieu; car d cause de trr=ssjrys=si^ 
eela donneroil irrss2My et par suite yss|r^ ce qui ne se peut pas. 
Doac il n> • qu'a supposer jr s= | « suivant (93.) et par coiis^queot 
ys2r. Ceia ^tant Substitut dans (94.) on a 

102. iny, — 2rxi = 2. 
A oetta ^qaalioB conviennent les valeurs 

103. iui de «t et 2ri de y^. 
n iMt doBO qne oea valeurs de Xi et y\ soient ou le seul on hns das 
de«x oonplaB de vakors que peuvent nvoir Xg et y^ dans (102.). 
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Mais oes valeurs de ati et y^ et celles \u ei 2v ^^ m ^ y, iini 
Substitutes dans l'expressioii (98.) de tr^c^ donnent 

104. (Tyc = \u.2vi^i = 7^.\ui — l =3 uvi'^ri SS rwi— 1, 
dono QU trouve oomme ci-dessus 

105t (T^ = (Tu (990. 
Par ooD8^q[uent la mSme valeur cTu de tr qui coDyient aux faoteurs u et t> 
de ^ SS ti r coDTient eassi aux facteurs \u et 2 r dans le eas de fi pair 
et V impair, mais h aucun autre couple de facteurs» 

XXL Si les deux faoteurs u et r de ^ s= ut) sont divisibles par 2 
tous les deux^ mais ^tant divises par 2 doDoeut des quotiens tous deuX 

tmpäirsj les deux valeurs (T et er de (T qui, dans le eas suppose de ti et ü 
pairs, ont toujours Ueu suivaut (XVII.) conviendrout en mSine temps l'une 
aux faoteurs 

I06» X = \u, y :=z 2^, 
Tautre aux facteurs 

107» X s=z 2u, y t=s ^v. 

A. Car dans lecas supposä le faoteur ^ss^u est impmr pendant 

que l'autre yssi2v est pidr. Mais suivaut oe qui a ^t^ d^montr^ (XX« A.) 

II 
la valeur de (T qui convieut iü ces faoteurs x et y, qui existe toujours et 

11 
qui suivaut (XVI.) est unique^ x et y etant premiers eotre eux^ oonviendra 

i 1 

ea mdme temps aux faoteurs 2x et i>i o'est A dire aux faoteurs u et t, 

2x 6tBnt u et iy^s=^v (106.)« Dono la valeur o* qui oonvient aux fao« 

teurs X et y (106.) sera n^oessairement une de Celles qui oonviennent 
aux fSicteurs u et v^ 

B. En second Ueu ^ i? est impmr pondant que 2 u est pairj dono 

des deux focteurs ^ et y le premier est pair et le second vnpair, et sui- 
vaut ce qui a ^t^ d^montr^ (XX. B*) la valeur de tr qui oonvient u ces 

isoteurS| qui existe toujours et qui suivaut (XVI.) est unique, x et y (Staut 

Premiers entre eux^ conviendra en meme temps aux facteurs ^x et 2» 

o'est ft dire aux facteurs ti et r^ 2x etant stf et 2ysrsv (107.). Oone 

fai valeur de (r qui oonvient aux facteurs x et y, sera ^galement une de 
Celles qui oonviennent aux facteurs u et r« 



C. Man k valeiir de ^ qiii ooii¥leiit aux fiMteon jp^^ii et ys=29 
et en mteie temps eis CMteurs ii et r (J.) ne peut pes ctiincUkr erev 

le Teleur de r qiii eoDvieiit aux feetem ar=:2ii et y^^iv et en in^me 
tempe eux fiieteurs n et 9 {BJ). Cer si ede ^tmt, b nußme Taieiir de ^ 

^ eMTient «ibl &oteiin x ti y eoBTimdroit utai «a: fectetira jtss 4jp 

>si>j et ceb oe ae peut pai» pnisque aiuraiit (XX. jL tiB.) lavalear 

de r qai eoBTtent per ex» aax fiMteun x et y ne peut janM» coBTenir 

en titee tenpa ä d'aotrea faeteort qee 2x et ^y oa ^jp et 2^^ et iion 

pea aax lacteiin 4x et ^y. Dom lea r aku g i de 9- ^ convie—ert aaK 

t 1 3 ft 

fttc<euri s^^^u, y ssSv et xss2ii, T^=^i^ ^ ^^ m^nie temp« moL 

boteiara « et 1^ aost nrjcewaireaieni lea deaoc Tdeora ^eremtes c et c d» 
^ aarfwpoadaiit anx Cteteara n et r. 

XXIL Si des deiflL iattetHrs n et 9 de tssn» 
A « eat iaBpaar, 9 paar, la Tafeur de r qipi leur tmnUwA^ «e peaft 
paa vmf^mk i m aw tfa conple de factewa x et y doat Fbb eat 
tiMtre mofmt^ m ae n'aat qye ^9 sott iaapair^ et 

BL S II eat paar, w iaipaar^ la* Taleor de r qai eenvieat k 
^ ne eonviendra 4 an aecond coupla de la c t e u f s x et y 
flMlre iaBpaar» ai ce a'est qtie ^m aoit impmr. 

C^ aiiknat (XX. jL et A) la ^rienr de r qai 
n et t^ ne aanmnt jaania ea m&me tenapa 4 i 
^^4ceia*ci: x = 2n, T^i^ ^ '=i«> y=s2v. Dane 
le cm de r pnr (A) ^r=ry aetoit pni ieapair» xs2ii et X^im 

y«)r M MNMt pM M» pl» Tm pwr tmän 'm 
X3QIL S In itMf fiMiNvs » «I • fc »s 



r. «t r. de r (XTILX 
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Car d'abord qiiels que soient les fttcteurs u et v oa j? et y> siip« 
p08& paini tou9 les deiHci il faut toujours qu'au moioa nn d'eux divii^ 
par 2 dooDe pour quotient un oombre impair: oar si cea faoteun toi» lea 
deux divis^ par 2 donnoient pour quotieots des nombres pairs^ ih auroient 
pour facteur commun un oombre plus grand que 2^ et aux faoteurs de oe 
genre il De oonFient pas suivant (XIII.) aucun o*« 

Gela pos^y soieot 

A. en premier lieu \u ei \x impmrs\sa meme temps^ la valeur deo* 

qin cooTieot aux facteurs \u et 2Vß valeur qui suivant (XIV«) est unique^ 

iu et 2t^ ^tant premiers entre eux et que dous d^signerons par tr^u» oon« 

viendra aussi suivant (XX« A.) en mSme temps aux facteurs u et v; donc 

on aora ou ^^u ^^(^uj ou cr^^ = o'u* Par la mSme raison on aura ou tr^ s= Cxß 

€n <fix^=^Cx^ Mais (T^u et tr^x ne peuvent ctre ^gaux« Gar les deux oou* 
ples de facteurs ^u et 2r et ^jcr et 2y^ auxquels conviennent les valeurs c^u 
et ^|x de (Tß sont du nombre de ceux dont le premier est impair, le seoond 
pair, et suivant (XXIL A.) la valeur decr^^, qui convient aux facteurs ^u 
et 2t^ parexemple, ne pourra convenir a aucun autre eouples de (Sacteurs 
dont Tun est pair Tautre impair, ai ce n'est que i (2 r) =: v seit impair, ce 
qui n'est pas, v ^tant pah par bypothese. 

Donc (Tiu ^tant ögal d l'une des deux valeiu*s de Cu} pei^ ex» n 

Cu et <r^x ^ l'une des deux valeurs de Cxf par ex» a (Txi on ne peut 

avoir o*,, =s 0*^ • Mais les deux valeurs de (Tu et oelles de cTx Bont toujours 
diffiSrentes Tune de Tautre de ^^ (XYIL): donc, si peut-etre, bien que 

tTtt ne soit pas Cx, Cu etait s CTxf on auroit ^^ ss o-^^ =: a'x±^^ et par suite^ 

S-'l t 1 I 1 

ru etant ^nCu + is, cru±9:=i(rx + is±\Sj c'est S dire 00 ö-m+* = o-,±* 

ou ^»±* = öV±0 = öVf De ces deux ^quattons on tire ou (r,» = a*x±2* 

1111 
ou o'u = ^x±^ ou 0'u^=^^xi mais aücune de ces <^galit^ ne peut avoir 

Ueii , (Tu etant ^ s, positif et non pas =a o'x • 

Dono dans notre eas aucune des deux valeurs de er» ne peut dtr^ 
^ale «ü aucune des deux valeurs de tr,^ • 

D'ailleurs il est m ^videmment indiff(^rent que ^v et \y soientpairf 
ou impairs» 
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Et sl au Heu ie \^u ei ^x, \v et \y ^toient impairs en memo 
temps, le raisonDement d faire seroit semblable ik oelui ci^dessua et le r^ 
•ultat seroit le meine. 

B. Soieot en seoond lieu -j^ti et \y {mpairs en möme temps, oti 

aura comme ci«>dessu8 ou (r^u^=^(Fu ou (r^u^=^(^u* Et comme la valeur de 
0*/ qui convient aux facteiirs *23p et y, yaleur qui suivant (XIV.) est uniquei 
2^ et ^* ^taot Premiers entre eux^ et que nous d^sij;nerons par (Tix^ con« 
Tiendra aussi suivant (XX. B.) eq meme temps aux facteurs u et v, on 

aura ou o-jx^^^x ou a»2x^=^x* Mais c^u ^t (Tsx ne peuvent efre egaux« 
Car les deqx oouples de facteurs ^u et 2 t; et 24Er et \y, auxqueb con« 
Tiennont les valeur s cr^u et tr^x de ^, sont du nombre de ceux dont Tun 
des deux facteurs est pair, l'autre impair^ et suivant (XXIL A^ la valeur 
de (T^u qui oonvient aux fSacteurs \u et 2v par ex.^ ne pourra convenir 
Ä auoun autre couple de facteurs dout Tun est pair Tautre iropair^ si oe 
n'est que ^(2t;) ss r seit impair, ce qui n'est pas^ r etaut pair par bypotbese« 

OoDC <r^^ ^tant tSgal ^ Tune des deux valeurs de Cuf parex# d (Ty^ 

et (Tsx ^^ \'vLXke des deux valeurs de tr^y f\ (Tix par ex«: on ne peut avoir 

9u^=^<^9* De la on conclut par les memes raisonnements que ci-dessos^ 
qu'aucune valeur de (Tu n® peut etre ^gale a aucune des valeurs de tr^ff et 
cela ind^peadamment de oe que ^r et \x soient pairs ou impairs« La 
mdme cbose aura lieu dans le cas qu au lieii de ^ti et ^y, ^t; et ^jp 
^toient impairs en mSme temps« 

Donc dans aucun cas aucune des deux valeurs de tf, qui convien« 
nent aux facteurs ti et t; pair (ous Us deux, ne peut ootaoider aveo au* 
eune des deux valeurs de <r> qui conviennent aux facteurs x et y, ^gale- 
ment pairs tous les deux. 

XXIV» Maiotenant A Taide de oes diflR$rentcs lois d'existenoe et 
de correspondanoe des valeurs de (T, propres h satisfaire T^quation (28) ou 
oelle (29.) pour les difii^rentes valeurs des facteurs u et r de s, il sera 
facile de juger le nombre 2 n des valeurs existentes de tr et par lA, suivant 
les expressions (25. et 26. X«), le eigne de Tunit^ dans Texpression 
0*1 ^2 ^1 •• • • (T, = Ns ii\. Pour cela il ne s'agit plus que de la d^com* 
Position de s en facteurs u et 9, pour coonoitre le nombre des oouples de 
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C6S faoteurs f ant de oeux qui soDt impairs tous les deux^ que de oeux dont 
l'ua est pftir^ Pautre impair^ et de ceux qui sont pairs tous lea deiix« 

XXV» L'expression g^n^rale de s est 

108. 9 = 2^p':' /^7« ;>7» • • • • /^rS 
Pif P%9 P%> •••• Pi ^&ot des nombres premien impairs et m, mi, m, ^ 
m^, m . . • Ott des nombres entiers et positifs queloonques» Evidemment 
cette expressioD embrasse tous les eas possibles« 

D'abord nous remarquerons qu'eo di^composant s en deux faoteurs 
ti et r propres A admettre des valeurs de o"^ les facteurs ^gaux dans les 
puissauees de pi^ p^, pi, •••• pi ne doivent jamais dtre separ^i» pour eu- 
trer les uns dans u et les autres dans r; car si par ex« un ou plusieurs 
des faoteurs ^gaux pi de p^^ se pr^sentoient dans u et les autres dans Vj 
les deux faoteurs u et t? auroieot pi ou une puissanoe de p^ j o'est ä dire 
des nombres plus grands quo 2 pour facteurs communs; et aux faoteurs 
de oe genre ne oonvient auoune ?aieur de (r (XIIL)f Dooo^ pour oe qui 
regarde la d^oomposition de s^ dont il s'agit ioi^ les puissances p^^, p^*, 
PV> ^•••Pk^ ^y ßgurent que oomme des nombres indiVisibles« Elles 
pourront dono Stre diügn^s par de simples lettres , par ex. par P^ , P^, 
Pj^ ••,. Pi. li'expression g^n^rale de st (108.) se r^duit par lä ä la 
auivante plus simple: 

109. 9 ^y^P,PaP^....Pk, 

En second lieu les faoteurs ^gawi^ 2 de la puissanoe y* pourront 
A la T^rit^ etre u6pwc6s pour entrer en |i et en r en meine temps^ par» 
oeque ti et 9 peuvent avoir le nombre 2 pour faoteur oommun (XUI»)» 
Blais ä oause de oette oiroonstance rodme, il ne sera permis quo de de« 
taoher 2 seul de 2"*! mais non pas une puissanoe plus ^lev^ de 2» Car 
ti Ton introduisoit par ex. 2^ (fi ^tant > 1) dans n et 2*^^ i^^l^ <^taot 
eoeore ^1) dans v, u et v aqroient pour faoteur oommun un nombre 
plus grand que 2; oe qui ne doit pas Stre (XIIL). Oono gtfni^ralement 
las deux faoteurs 2 et 2'*"'^ de 2"*, de leur oot^^ figurent fei oomme des 
nombres indirisibles L'expression g^n^rale de 9 (109«), mise sous la forme 
propre h la diScomposition dont il s'agiti est dono 

110. s = 2f2^'PiP2p^^^'-Pip 

XXVI. Maintenant pour trouver tous les oouples de faoteurs ii et r 
qui peuvent aroir lieu, il n'y aura qu'ü donner h Tun des facteurs seuj| 

Ortll«'« Jounial d. M. Bd. XX. Hit 1. 7 
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par ex. A u^ toutes leg valeurs possibles« Les reciproques 8 s^vu de 
9=:UVy auxqiielles il faut avoir egard ^galement, seront d4jk touchees par 
lä en mSme temps : car en donnant ä u toutes les valeurs possthles, ou 
touohera n^essairement la raleur correspondanto de t? ia -^ pour chaque 
Taleiir de u. 

Cela pos^i la totalit^ des valeurs possibles de u pourra Stre ordon« 
o^e eo quatre s^ries« 

La premiere s^ie contiendra toutes les taleurs hnpairesräe u, sa« 
roir les nombres 

I ß "i ß "2 ß Mr^ • • • • x/f 

P.P^ß P,P,....P,P,ß P,P,ß P,P,....P,P,ß P,P, etc. 
Hl / PiP.Pz, PtP,P,....P,P,Piß PiP.P, etc. 

PiP^P^P^....P,PzP^P, eto. 



"l •'2 '*3 • • • • Pl ß 

o'est u dire: tousles facteurs impairs P| ^ P^ß P^, •••• Pj^ eux meines^ en 
7 ajoutaut le facteur 1, tous les produits des facteors Piß P^ß P^ß .... P^ 
deux ii deuX| trois A trois, quatre A quatre etc. jusqu'au produitPi p2pi....Pj^m 

La seconde serie coutiendra toutes ces memes valißurs de u, muU 
tipli^ par le facteur 2 de s. 

La troisieme serie oontiendra ^galement toutes les valeurs de n de 
la premidre s^rie^ multipli^es par le facteur V^^ de s. 

La quatrieme Serie enfio oontiendra encore toutes les valeurs de u 
de la premiere s^rie^ multipli^es par le facteur 2"* de s. 

On ^puisera ^videmment par Id toutes les valeurs possibles de u. 

Le nombre des termes de» s^ries sera le m6me daos toutes les 
quatre s^ries ; car chaque terme de la premidre s^rie revient dans les trois 
autres, multipli^ seulement par 2^ 2'""'^ et 2"*. 

Ce nombre sera 2^ Car en desigoant les coefiGcients binomiaux 
relatifs h Pexposant k, par kiß k2ß k^, •••• k^^iß Ar^^ s»l, le nombre des 
termes de la premiere ligne (111«) est l+^ii ^'^ ^^ termes de la 
seconde ligne^ c'est h dire le nombre des produits des A: facteursPi^ P^, 
Pt, .... Piß pris deux a deux, ^t kai celui des termes de la troisieme 
ligne, c'est k dire le nombre des produits de A? facteurs P| ^ P2ß P^ß •... P^ 
pris trois ä trois, est k^ et ainsi de suite; dono le nombre de tous les teiv 
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Ines (III#) äe la premiere serie est 

112. l + *a + *2+*3--.-+** = (1 + 1)* = 2*. 

Dans la premiere serie le premien des deux facCeurs ti et r est 
toojours hnpair, le seoood pair. 

Dans la eeconde et la tromeme sitle les faoteurs ti et r sont pairs 
totis les deux« 

Dans la quatrieme s^rie le premier des deu^ facteurs ii et r est 
pmTj le seoond vnpair. 

XXVII. A cbaque couple de facteurs fi et 9^ dans le oas ou Tuu 
est ptnr l'autre unpmr, o'est i^ dire ou les facteurs sont premiere enlre eux, 
ne correspondra qu'une seule ?aleur de er (XVL)« Dooo la premiere s^ 
rie ainsi^ que la quatrieme^ fourniront chacuno 2^ valeurs de o*. 

Dans le cas oii les faoteurs ii et r sont pmrs tous les deux^ il cor« 
respondra deux valeurs difii^rentes de tr A chaque couple (XVII.)« Dono 
la deuxieme, ainsi que la troisieme s^rie^ fourniront ohaoune 2 .2^5=: 2^ 
valeurs de (T. 

Toutes les 2.2^*^^ = 2^*^^ valeurs de o* qu'offrent la secande et la 
troisieme serie^ seront difii^rentes entre elles^ les faoteurs ti et r etant pairs 
tous les deux (XXIII.)« 

Enfin toutes les 2^2^=s2^'^^ valeurs de c qu*offrent la premete et 
la quatrieme s^rie, se retrouveront parmi oelles de la seconde et troieieme 
a^rtei les facteurs tf et t> ^tant Pun pair Tautre impair (XX.)« 

Donc le maximum du nombre des valeurs diffiSrentes que peut 
avoir <r, est 2^+^ 

XXVIIL Maintenaot pour arriver aux r&ultats finaux^ il n*y a plus 
qa'h appliquer ce qui a 4te dit (XXV IL) aux diflGSrents cas qui peuvent 
se präsenter« 

Premier cae m]>2, A:}>0, tfest h dire 

113. ez=z 2.2'"-^P,P,P3....P|. 
Pens oe oas les series (XXVI.) ont lieu toutes les quatre; donc le nombre 
2n des valeurs diff^^rentes de o* sera^ comme il a 6t6 d^ja trouv^ dans 
(XXVII.) , r= 2*+\ Cela donne 

114. n = 2*^S 
nombre toojours pmr. Dono suivant (25. X-) on a dans ce oas 

7« 



52 5« Demonstration JUmentaire iu ihiorlmn de WHitm giniraHse. 

Secand eas m>*2| kzsOf o'est & d!re 

115^ ^fia2*2"-S oÄ m— 1>1. 
Dans 06 eas les s^ries (XX VL) oDt lieu «noore tonfes les quatre; car 
bien qu'il D'existe plus aucun faoteur impair P^lf il reste n^anmoins too« 
foura le faoteur impair 1« Oa trourera dono la ?aleur de n pour le eas 
aotuel en mettant seulement A:ssO dans (114.)» Cela donoe 

116. n e^ 2, 
nombre pair» Dono sui^ant (25* X«) on a daiis oe oaa 

117« 0*1 a*ji 0*, . .. . ö-y s=s JV* -|- 1. 
Troisieme cos m = 2y Ar>0, o'est A dire 

118. s =s 2.2P,P^P^....Pi. 
Dans oe oas d la T^rit^ les series (XXYI.) ont lieu enoore (outes les quatre; 
mais les termes de la troisieme s^rie seront iderUiquement les memes que 
oeux de la seoondoi le faoteur 2'"'"^ de s ^tant ioi i^o/ au feoteur 2. Dono 
la seoonde et la troisieme s^rie n'offrent plus ensemble que 2^"^^ valeurs 
di£P<^rentes de Cj areo lesquelles les 2^'''^ valeurs de la premiere et qua- 
triSme ooinddent. Dono le nombre 2ii des valeurs afferentes de (T n'est 
id que 2^"^^ et oela donne 

119. n = 2», 
nombre toujours pmr, k ajant ^t^ suppos^ ^•O* Dono en vertu de (25. X.) 
on • dans le eas aotuel 

120. tf*! 0-2 «'s • •• « 0"^ =s Ne^U 
QuairUme com m sss 2, A: s= 0, o'est k dire 

121. ^ n 2.2 e 4. 
Dans ee eas les quatre s4ries existent toujours; mais oomme dans le troi« 
sidme eas, les termes de la troisieme s^rie oomoident aveo oeux de la seoonde. 
Dono pour avoir la valeur de n dans oe eas, il n^j a qu'd foire kszQ dans 

(HO.). Cela donne 

122. n « 2« OB 1, 

nombre impmr^ Dono en vertu de (26. X.) on a id 

123* Ci(^2(^i^•^*Cm «=« xv-^-^-l. 

Cinpd^me eae mas l^ A:>lj e'est ü dire 

124. * = 2P,P,F,-...P». 
Dans oe eas la secande et la troieiSme series (XXTT.) n'ont pas lieu du 
tout, paroequll n'existe pas id de oouples de faoteurs ii et r ptnrs lernt 
les iewp. 11 ne reste que la premiere et la quatrieme s^rie qui offirent 



\ 
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cliaoune 2* raleurs de ^« Puis tous les couples des rdeun de ff et i^ 
daos les deiix s^ries sont id daDs le cas de (XXD«), paroeqoe toot fao« 
teür fahr, divfo^ par 3| donne pour quotient uq nombre impair. Dono les 
2^ Talenn de r qa'offre la premiere s^rie, coiooideDt avec oellea qQ'offre It 
^fuatriime, et le nombre total des valeurs differentes de f n'eat pas 2 «2*1 
maui seulement 2^ Donc od a 2 1# s=: 2^ et 

125. iis=3 2*-\ 
nombre toujoun pair, k ajant ^t^ suppos^ >> 1« Done en verta de (25. X.) 

on a id 

126« Ci(r2(ri....(r^ ss Ns^U 

SixiSme cof m = l, Arsal, o'est h dire 

127. s = 2P,. 
Dans oe eas les oireonstancesi quant aux s^ries, sont les mdmes que dans 
le eas pr^dent« Donc pour avoir la valeiu* de n, H n'y a qu'a laire 
A BS 1 dans (I25»)* Cela donne 

128. n B 2^ as 1^ 

nombre ieiqpidr. Donc on a iei en vertu de (26« X.) 

129. Ci(r2(rs....(r^ tsz Ns — 1» 

SeplUme catmtsst^ kfsaO^ o'est ^ dire 

130. ^ «s 2. 
Dans ee cas les eii^oonstanoes^ quant aux s^^ies, sont enoore les m^mes que 
dans le einquieme cas. Mais ici le nombre 2^ des valeurs de tr, qn'oflBre 
la premidre s^rie^ est 2^ » 1 ^ et cette seule valeur de c ooihoide aveo le 
2^8s2^s3l Taleur que donne la quatrieme s^rie. Donc Q n^esJste en 
total qn'une seule et unique valeur de tr, laquelle ne peut £(re que 1^ 
0" devant 4tre ^0 et ^2. Dono on a dans le cas aotuel 

131. ö^i 0*2 0*3 • • . • ö-y = iv* + 1« 

Hmüime cas mssO, A:^!^ c'est ^ dire ^ 

la^. 9 sss Mfi MTi Mr^ • • • • m^\ • 

Dans ee eas la premiere titie seule a Ueu dans (XXTI.)» car il n'exista 

pali des fioteurs pahrs, Cette s^ie offre 2'' valeurs diff!^rentes de tr. Dono 

on a id 2nss2^ et 

133. n = 2*-S 

nombre too|ours pair, h ayaut ^t^ suppos^ > 1. Donc en vertu de (25* X.) 

on a id 

134. 0*1 0*2 ^j • • • • «V ^^ ^^ 4* ^* 
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Newieme ca$ msO, Arsl, eest d dira 

135. # = P,. 
Dans ce CM les circonstaocet, quant aux s^es» sont Im mkan qoe dmm 
le M8 preeedMt. II d> a done qa'a mettre k=^i daM (133.) pour Iraa» 
Ter ia Taleur de n. Cela doiine 

136. nz=iT ^i, 
nombre imfmr. Done en yertn de (26. X.) on a iei 

137. ^jö'i^j....^^ a= iV# — 1. 

Dixieme cm mssO, k=^0^ c'est ä dire 

138. # SS 1. 
Dan ce cm, d" derant etre 2> et Kls, 3 n'en existe aaeime Tdeor. 



AAlA. rar cetie eDumeranoD dM caii^ qui epoue tous Im cm poa« 
ftibles, OD voit qoe teulemeiit dans le quairteme, nxieme et neuviAme cm^ 

c'est ii dire si 

139. # = 4, 

140. ^ = 2P, = 7f^ et 

141. # = P, = f-, 
oo a 

142. ^1 ^2 o^s . . . . 0"^ = Ns — 1. 

Dan tcuM Im aotrM cas, oa il existe de nombrM 0" ^ r premiert A j^ oo a 

143. 0*1 ^2 ^3 • • • • ^y = ^^ + 1> 

et if est ee qo'^oooM le tbeoreme^ qui par coos^ueot m troure d&noofrd 
par w qoi preoede. 

XXX. Noos ajooterons on exemple en nombrM relatif ao freaner 
CM (XXyilL)^ avec Im valeurs caloul^ de c, poor mettre en ^videoco 
oe qui a ^t^ troore^ et noos discuterons cet exemple. Mais poor abr^ger^ 
DOM laisseroM ao lecteur h calculer et ä disouter dM exemplM relatifr 
aox aolrM cas« 

Fremer ca9. m>2, iir>0. Soit m^Z^ k^2 et 

144. # s= 2.2\3.5 = 120. 

Serie L Sine a Serie DI. Serie IV. 
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Oo Toit par oe tableau 

A. Qu'iot toutes les valeur» de ^ de^ la spconde et de la troisidme 
aiSrte^ (fest A dire les valeurs de c correftpondant aux facteura n et r de t 
pmrs toU9 les deux, sont differentes entre elies (XXIII.)* 

B. Qu'ä chaqiie couple des facteiirs fi et r pairs iaus les deux il 
correspond deux yaleurs de tr differentes de ^^ =s 60 l'une de Tautre (XVIL). 

C* Qu'ä chaque couple de facteurs ii et r premiers entre euSc, il 
correspond uoe seule valeur de tr (XVI.)» 

D^ Que toute valeur de er correspendante A un couple de facteura 
fi et 9 premiers entre eux, convient eo meme temps ou au couple 2ii et 
•}-r ou au couple ^tf et 2v, suivant que r ou tf est pair (XX.)« 

E. Que si la valeur Oi de c correspond au couple ti et r des 
facteurs, la valeur s — Ci de tr correspond au couple — et — (XVIIL). 

F. Le nombres des termes 2A: de chaque s^rie est ici 2^=4 
(112.). Dono le nombre total 2n des valeurs differentes de tr^ c'est A 
dire de Celles qu'offrent les s^ries (II.) et (IllOf Celles des s^ries (I.) et 
(tV.) y 4tünt comprises» est ici 2.2.2^=2^-1*^; donc on a iis=2^-^^ {U4.). 

G. Chaque valeur de tr dans les s^ries (IL) et (III.) ( et Celles des 
series (I.) et (IT.) ne nous importent ici^ puisqu'elles ne diffcrent pas des 
pr^c^entes) trouvant son camplement s — <r parmi les tr des mSmes s^ries^ 
on a, en faisant les produits des er par coupiesi ^(s — a^^^scr—cr^ pour 
chaque eouple, et cela, o^ ^tant toujours =2\rs-f-lf donne sc^^C^s-^-i) 
GsNs—U Dono le produit des toutes les valeurs de tr qui, multipli^es 
par elles memes et ces produits divia^s par s^ laissent ^t pour restes, est 
^gal ANs — 1 ^lev^ A une puissance dont Texposant est le nombre n des 
anales des valeurs de ^, c'est A dire le nombre n =s 2^^^ Ce nombre 
itani pair^ on a ici 

146. (Ns^lf^' ^ Ns+U 
c^est A dire^ le produit des tous les nombres er premiers avec s, qui donnent 
er'ssNs+i, est ici = JV*+l. 

H, Maiotenant la totatitdde» nombres c premiers avec 1 est ici 

j 1*, 7, 11*, 13, 17, 19*, 23, 29* 31* 37, 41*, 43, 47, 49» 
147. < 53, 59* 61* 67, 71*, 73, 77, 79* 83, 89*, 91*, 97, 101* 
l 103, 107, 109*, 11 3, ,119*. 
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Dans oette Ibte des nombres tr premiera aveo t on a sur ie dbamp marqti^ 

d'im ast^risque ceux qui donnent ^^csJV«-|-l^ teb qn'ib ont M tromrdi 

dans (145«). Les autres, multipli^ par oouples^ mm9 non pM par iux^ 

mSmes, en donnant ^galement N$^\ par couple^ doiTent paroourir toui 

168 Dombres o* non^marqufy d'im asti^risque (EL)« C'est oe qui a lieii 

en effet| car on trouTa 

7.103= 6.120+1 

13. 37 s= 4.120 + 1 

17.113 = 16.120 + 1 

23. 47 = 9.120 + 1 
^*** ^ 43. 67 = 14.120 + 1 

53. 77 = 34.120 + 1 

73. 97 = 59.120 + 1 

83a07 = 74.120 + 1 
odf comine on voit, les faoteura u gaucbe parcourent tous les nombrea 
149. 7, 13, 17, 23, 37, 43, 47, 53, 67, 73, 77, 83, 97, 103, 107, 113 
Premiers avec « = 120 et non-marqu^ d'im ast^risque dans (I47«)» Dono 
aussi le produit de ces nombres est 2V«+ 1« Mais le produit des nombres 
0" qui donqept o^^sjVt + l, etoit de son edt^ = JVt + l (147.)« Dane le 
produit de ious les nombres c (147.) premiers ayeo #= 120 est ■■ A^^+l^ 
comma ü a ^t^ trouTi^ (115.)t 

XXXI» Le tbeordme de Wihon proprement dit se rapporte anx 
nombres premiers äbMlus. Cest un des cas tr^ sp^ciaux eomprb dans 
le neuviime eas (XXIX.), savoir celui oä fnsasO, Assi et P^ssp^ oPe^t 
i\ dire m^sslf Pour oe neuvidme cas il a ^t^ trouv^ g&i^ralement 

150, ^i(r2fri...^tr^ = iVt — 1, 
et o*est ee qu'apprend aussi le tb^rdmo de WUstm proprement dit; 

XXXn« Qu'il nous soit permis de remarquer que |a d^monstratton 
qua nous venons d'^orire n'est pas an fond aussi loogue qu'elle le paroit £tre» 
Car nous n'ayons ioi Wen suppos^ de connu» Nous avons pr^Mnttf en mteoe 
tempS| oomme lemmes, des tb^rdmes, qui de leur €6t^ tronrent leur ^p^- 
plioation encore en d*autres cas« Si Ton ne oompte pas oea lemmeS| V4^ 
tendna de la d^monstration en elle-m£me ne aa trouyera pas 4tro tr^ 
grande« 

Berlin en Juin 1839« 
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6, 

BemerkuDgen über eine Stelle in Lagrange^s Traitö 
de la rösolution des equations nam^riques, 

article IV. No. 79. 

(YoD dem Herrn Prof. Raabe xd Ziiricb.) 



Jji dton zwei ersten Nummern dieser Abtbeilung lY» wird die Sohwie« 
rigkeit bemerklioh gemaoht| aus den nach der Methode der Kettenbrädie 
erhaltenen transformirten Gleichungen jedesmal die zunächst liegenden gan« 
zen Zahleti der Wurzeln derselben herauszufinden; namentlichi wenn die 
Wurzeln um weniger als Eins von einander abstehen« Es scheint (föhrt 
der Verfasser fort) als miifste in diesem Falle auf jede der transformir^ 
ten Gleichungen das allgemeine Verfahren (das Herstellen der Gleichung 
mit den Quadraten der Unterschiede der Wurzeln) besonders angewendet 
werden 9 um die einer jeden Wurzel zunächst liegende ganze Zahl heraus« 
zußnden. Diesem Uebelstande abzuhelfen, wird das in No» 79. enthaltene 
Verfahren vorgeschlagen, welches ich dem Inhalte nach hier folgen lasse* 

Es seien K und A Grenzwerthe der gesuchten Wurzel der vorge« 
legten Gleichung in x, und durch successives Anwenden der Methode der 
Kettenbrnche zur nlihern Bestimmung dieser Wurzel sei man auf die Gleichung 

geführt worden, wo jp und -^ zwei auf einander folgende Naherungswerthe 

Ton X sind und t die Unbekannte der letzten transformirten Gleichung 
vorstellt : dann kann man zu Grenzwerthen für t auf folgendem Wege ge* 
langen. Man bat aui Gleichung (a.) 

Da nun K und A Grenzwerthe von x sind, so mSssen die Ausdrucke 

TT- und 7-3 

Grenzwerthe von / abgeben« Betrügt daher der Unterschied dieser Grenz« 
werthe weniger als Eins, so hat man auch sogleich den verlangten gan- 
zen Zahlenwerth von /; Ut s. w« 

Creams Jotinial d. M. Bd. XX. Hft. 1. 8 
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Eioe Folgerung 9 wie die hier tod Jjagrat^e^ scheint unserer gan«« 
sen Art zu denken vöUig gemäls zu sein. Man wird kaum ein Beden« 
ken tragen I in dem viel allgemeinem Falle ^ wenn aus der Gleichung 

X = (PCO 

die Gleichung 

t = ^(x) 

abgeleitet wäre, wo (p imd x/^ bekannte Functionen bezeichnen ^ eine der 
obigen analoge Folgerung zu machen» Gleichwohl ist diese Folgerung 
nur unter der Beschränkung zulässig , dals aus beiden Functionsformen (P 
und ^ ein gleicher Genauigkeitsgrad für die abhängigen Variabein erzielt 
werden kann. 

Dals die Gleichungen (n.) und (6.) dieser Anforderung nicht ent« 
sprechen^ soll in Folgendem dargethan werden« 

Die ganzen Zahlen ^^ i^, tt, %* haben gleiche Zeichen. Man kann 
daher dieselben^ wie die Grölsen t und Xy mit positiven Zeichen voraus- 
setzen» Ferner hat maui wenn 

-2- > j? und -^ > a? 

vorausgesetzt wird, die Gleichung 

Wird daher durch a/ der mögliche Fehler in t, und durch hx der hieraus 
entspringende Fehler in x vorgestellt , so hat man^ wenn in einer der 
Gleichungen (o.) oder (6.) / in t'\^ikt und x in x-^^lx verwandelt wird, 
folgende Gleichung: 

Aus dieser Gleichung sieht man, dafs ein Fehler in der Annahme des Wer« 
thes von t einen viel kleinern Fehler in der Bestimmung von x erzeugt. 
Ja sogar, wenn der Fehler in /, also Af ^ 1 ist, wird man dennoch^ nach 
dem was Ober die Beschaffenheit der Gröfsen ^, ^, T, 7t' y t festgesetzt 
ist, jedesmal lx^V haben. 

Hieraus folgt aber auch umgekehrt: ein in x begangener Fehler, 
der sogar kleiner ab die Einheit ist, kann einen Fehler in t hervorbrin* 
gen, der die Einheit Übertrifft« 

Es bieten daher die oben gefeierten zwei Grenzwerthe far f, im 
Allgemeinen, keinen Anhaltspunct zur Bestimmung von t dar, und, wie ans 
dem eben Mitgetheilten erhellet, auch dann nicht, wenn gleich ihr Unter- 
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schied kleiner als die Einheit ist. Nur in dem Falie^ wenn eine fehler» 
hafte AnDahme Cor x einen Fehler in t erzeugt^ der numerisch kleiner als 
die Einheit ist, wird diese Folgerung statthaft sein« 

Um diesen Fall herzustellen, suche man aus der Gleichung (c.) den 
Werth von a^ Man findet 

Damit nun At^l sei, mufs man die Ungleichheit haben s 
oder 

Ist man mit der Bestimmung einer Wurzel x nach der Methode 
der Kettenbriiche zur Gleichung (a.) gelangt, so ist der genaueste Werth 

von X der Bruch -^. Wenn daher 

(r 

Q 

— — X as= AX 

angenommen wird, so hat man mit Zuziehung der Gleichung (a.) 

1_ 



von Jjügrange durch Tv. und A angedeuteten Grenzwerthe von 
X liegen im AHgemdnen dem wahren Wert he von x nicht so nahe als 

der Bruch -^ • Die aus denselben für x entspringenden Fehler sind daher 

grofser, als der eben gefundene Bruch ^. ^^ , ^. ; und dieser Bruch ist 

wieder grolser als der Bruch in der Ungleichheit (ä^. Daher kann vom 
Statthaben der Ungleichheit (if.)> ^^^ ^^^ Annahme xs=:7^ oder orssA, 
um so weniger die Rede sein« 
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1. 

Udber die Sondenmg der Warzeln dner Gieiehung. 

(Ym Hem Dr. UmjftmbaA a Gieb^) 



Hie Aufgabe, £e Woneln dner Gleidiiin£ la tonfos, het teboo neÜMh 
fie Mathemetiker besdbaftigt« Bduuint and £e Auflfisuo^o tod lM§r§m§€^ 
Pomrier, Sharm eto. IKeee AoflSsimgeB beraben jedooh zom TheO auf ad^ 
▼erwiokdteQ Gmodlageo: warn Tbeil fibren sie amh sa aebr combinirteo 
RecbmmgeBy imd ea bat daber nodi keiiie detaelben ao redit IG»g»"g m 
fie LebibSdier findoi woUeD. leb ^31 Tenocben, bier em Yerfabcea n 
entwiakefaiy welcbea mir einfiMsber ab £e angefibrfen acbennt» 

Sa aei JT ein aadi abateigendea ganaen and posftiTeB Poiemen 
¥0B X g eo rdn e te a Poljnom Ton der Uten Ordnung. leb aetze vorana» dab 
in demaelben keine gleicben Faetoren von dem eratea Chrade in Besif nnff 
X entbaiten aind; wären dergleicben in X entbalten, ao lielaen aie aicb 
leiebt entdeckte und aodann doreb Dinsion wegacbaffien. Ba aei weiter 



= J?^ jTT^-^'^ •••• . - »,1 = J^*"^> ao wird X^""^ Ton dam 



aten^ X^*~^ ¥on dem zweiten, n« a. w. Gnßm Im Beaiebnng anf X 

Ba aeian nun am Sm ans X^'^^^=z gesogene Woml Ton x; m(m — i}, 
»(»— 1) die beiden Wunabi von X^-^ = 0, geordnet nacb ibrer Grfifae; 
m(m^2)^ h(n^2), c(ii— 2) die drei Wumfai Ton X^^^^O^ gkieb- 
idb geordnet nadi ibrer 6r5be ••• •; mid endücb m^ t>, e, i, e, .... £m 
Wnnebi Ton jr=s€^ anf die nSmlicbe Weim geordnet: m iift «n be g c üE Mi 
«(n— 1) nnd i(n—l); a(m—Vj kt begriffen zwiaaben m(m^2} 
|(9_2), i(ii— 1) ist begriffen zwiacben i(n--2) und c(n— 2), n. a. w. 
Um aiao Sa Wnnefai Ton X^s zn finden, beatimaaen wir v o r e tat 
die Wmel nn Ton JT^^^sO, subatitairm in X^*-^ nnab imd nncb dfe 
obere Grenaa dar Wurzel nn^ und die untere Grenze; aind Aeae drei Be« 
anbnte mit dem nimlicben Zeioben bebaftet» ao bnt X^*^ keine reeOen 
Wtnefai; iit dna Zeicben des Reanhatei der mittlem Snbatitmion dm 



Wurzeln tob X^^^ — 0; m welebem Bebnfe in der Regel die 
Snbatitirfnn rom gnamn Zabkn bmreicfaty um dfe Wumeln genau bei nnf 
A zn liiBihnmf Z.B. wenn zwei aoaeoMfe Bendtuto dar Sdhatilntio^ 
Ton 3 und 4 +6 und —8 waren, ao wurde man in dar Begel aagen kSi 

bainnr A m^edEnekl» 3+ At •>» 3,4 
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Auf die nSmliche Weise fahren wir fort^ bis su der Gleichung JCssO; 
¥on welcher wir dann die Wurzeln genau bis auf t^ bestimmt und uns 
80 überzeugt haben werden ^ dab sie aulser diesen kme reelle Wurzeln 
mehr haben kann« 

Beweis« Es stelle (Eig. 1«) die Cnrve Tor^ deren Gleichung y = X 
ist^ so ist klar, dab in sfimmtlichen Puncten, wo sie die Axe der X schnd« 
dety der zugehörige Werth von w eine Wurzel der Gleichung JTssO ist« 
El seien W und £7 zwei solche aufeioander folgende Puncte, so ist weiter 
klar 9 daCs es zwischen F und E einen Punct der krummen Linie geben 
muls) in welchem die Tangente der Axe X parallel ist« Einen solchen Punct 

dv 

bestimmen wir aber, indem wir :r^ —0 setzen« Wenn also xzsOF^^e, 

w^s^OE^^d Wurzeln von JCssO sind, so ist x =sOJVs=: c' ^ als die 
eine jener Wurzeln und ^ ab die andere« Zwischen zwA Wurzeln van 
X^=^0 ist abo immer eine Wurzel ton X' s= enthalten. 

Zwischen zwei Wurzeln x = OPssz df und x == 08 == ef von ^^s=s 
ist nur dann eine Wurzel x == OG = e von X = begriflfen , wenn die 
Resultate PQ und HS von x^=^d' und x^^e* mX mit entgegengesetzten 
Zeichen behaftet sind« Wenn aber x^OS^ef vaA x^OT^f zwei 
aufeinander folgende Wurzeln von ^' = sind , und wenn die Resultate 
PiS und VT der Substitution dieser Werthe in X mit den nSmlichen Zeichen 
behaftet sind, so findet zwischen JR und V kein Durchschnittspunct mit der 
Axe Statte es deutet also dieses eine imaginäre Wurzel von ^s=:0 an« 

Die Gleichung X'' = steht aber zu JT s= in der nämlichen Be« 
Ziehung, wie-X' = zu-3r==0; ebenso -^' = zu-Y'' = 0, ...• Wenn 
wir also auf diese Weise von X^""^^^ ausgehen, so wird hierdurch das Ver- 
fahren geboten, welches oben angedeutet worden ist« 

Beispiele« Es sei Jf — o?^— 8a7'+12«'+16a?---39 s 0, so ist 
j:'=4aj^— 24a?^+24a:+16, X''= 12a?^— 4&r + 24, :?'''= 24ar— 48« 
Die Wurzel von X''' = ist hier 2 ; die Wurzeln von X" =z sind 3,4 ; 0,6 ; 
die von JC^sO sind 4,4; 2; —0,4; die von XssO sind 5^4 und --1,4« 
Die beiden Wurzeln von Xz=zO, welche zwischen den Wurzeln von X*^ 0, 
4^4 und 2 ; 2 und — - 0,4 fallen sollten , sind also hier imaginär« 

Es sei JCssa?*— 5a?^ + 3j?^ + 7jr— 4 = 0, so ist 
X'ssz^x'—lSx'+ex+J, X'' = 12a?^— 30^+6, X'''=:24*-.30, 
80 ist die Wurzel von X'^'sO, 1,25; die von X'' =0 sind 2,2 und 2; 
die vonX'sO sind 3,0; 1,2; —0,5; die vonXsO sind 3,6 ; 1,7; 0,5; —1,1« 

Gielsen den 26« Februar 1838« 
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Theorie der Modular- Functionen und der Modular* 

Integrale. 

(Von Herro Dr, Gudermann tu Muoster.) 

(Fortsetzang der Abhandlang No. 1. ijn Istpn, No. 10. im 2Cen, No. 15. im Stoii, No. 21. Im 4tai Hefte 
des aektzelinteii ond No. 2. im Isten, No. 8. im 2te]i, No» 12^ im 3Cea Hefte des Deanzehten Bttdes«) 



YierzehDter Absohnitt» 

i. 165. 

Die Modnlar-Faoctipneiii dargestellt als Prodacte anendlich vieler Factoreq* 

»3etzt man in der Formel (7.) $• 157« — statt u, so kann tie^ wenn 
man auf das Schema der SpeoialisiruDg der beiden in ihr vorkommenden 

Regulatoren \(jhß) »od ^(o^ß) sieht ^ als dn Product von Produoten dar- 
gestellt werden. Wir können setzen 

sn(ii) = iisn(-).^^g;,^, 

wenn die gewählten Zeichen die folgenden Bedeutungen habeo 



9l=P 1- 



-"e-v^)j 



(£ SS P 1 1 — " t2aK2-2äK'\ I '"' ^'® Verbindungen der vorigen Werthe 

M» ( ' n'^' )} von :?a und 5ß; 

an. (it.) ) 

X) s= P|l--. ■ ,2aK-2ßiK'\ I '"' <^^*®^^^° Verbindungen der Werthe 

an» (-2 — ;p^^^) j von 2 a und 2 ß ; 

«« (-) ] 
^\^ /2a \ \ '*"' 2ft«2,4,6,....(»-l)} 



5 = PI 



es=p 1 



Fierxahnter Ahsehnitt. §. 166. 63 

«n« (ü) ) 

- -T rr^ +i^ß+iUK^ ^^' *^ ^^"ß^*^ Wertbe von 2a und 
"" V n— // 2 ß +1 j 

Dia Zahl der Factoren jedes der acht angegebenen Producte yergrölsert 

Bich gleichzeitig mit n und wird unendlichi wenn n unendlich genommen 

wird. Nehmen wir aber n unendlich^ so erhalten die vorigen Formeln 

sehr merkwürdige Gestalten; sie werden einfacher » obgleich die 31 enge 

der Factoren unendlich grofs ist. Dm die Grenzen zu finden^ erinnern 

wir uns 9 da(s die Reibe (ur sn ii die Gestalt 

snti 8= ii-i-at^'+d^ + ^tc# 
hat« Daher ist 

Wird also n unendlich genommenj so wird n sn y^j = u. Ferner wii 

u , om' , in* 
sn — ' M T ; — + — 7— 



• • • 

JB M ^ 



sn — mvi — 4 r- 



• • • • 



u 

SB — 

Daher wird iur ein unendliches n das YerhSItnils ss — • Hiemach 

mv mv 

SD — 
/t 

verwandelt sich das erste Product in 

^ = P(*-- (2Ä)i)- P«"«'' «* » = P(l +^,), 

und die kleinsten für a und ß zu nehmenden Werthe sind nun a -ss 1 und 
ß SB 1, Uebrigens wachsen die positiven ganzen Zahlen a und ß ohne Ende. 

Da 8n(^ + iiiC')as — jL—. fet, so wird das VerhSItniia 
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" " n<"^\u\ ° *"'(^"(t) = Q> OKI «ISO € = 1. 

Ferner wird 5- P(l+ ^5^^^); ® '=P(i~ (,.^^(,";4.l^,^.^.) 
und ^ =3 p(i_^_g-~|^__.). 

Setzt man auch io den Formeln (8.) und (9.) $. 157. jetst ^ Be n, 
so erhält man 

»—(t)!^ "«^ *'«=-'»(T)-lifrS-i|. 

wenn man der Kürze wegen netzt: 
3 = Pt~ ^ 24t^jt v rur2a+l:g 1,3,5,. ,..(n~2); 

Ä = P|1 -y— ^j^ für 2ß = 2,4,6,.... (n^l); 

/(2«+i)jr+2/y««^ *" ** vorigen Werthe von 2(i+| 

8n. V ;j ) ) und 2 ß j 



£s=P 1 






(9lsP 1 /(2«4.1)Jt~2/».it'\ I '^'^ A*e«elben Werthe von 2a+l 

«H- -r-^—)) und2ß: 



31 







D = P 1 



(7) 
^,/ (2«+r)ir r'^| '"'^ 2a+l = l,3,5,....(ff— 2)? 

—^--pi^jj^l für 2a+l=|,3,5,....(n— 2)i 



* « P| ^, / (2a4.ijg+(2^4.i) ,g/X I ß' d«'e vorigen Werthe von 2a+t 



■T^ I lur die vorigen ^ 
— ^)j und 2ß+lj 



»n« (ü) 



,H2a^i)K-(2ß+i)iK'\ \ ^"^ dieselben Werthe von 2a +1 
V — r )} nnd 2 ß +1. 



r ie r z e hnt *r Ahtohnitt. §. 166. 65 

Setzen mt auch in diesen Formeln n unendlich grolsf so vrkä 
Femer I.» », (K+ Mi£) - --^; «!«> 

^f;57K^ = -Wä^"{t) «^ lar ein unendHohe. nr 



folglioh wird ^»1. Das Prodaot S wird 

weiter Wird 91«!, = 1, V = P ^ - (^ITfi)!?:^ 

^~^r"~((2a+l)ii:— (2A+J)»ÄoJ* 

In allen diesen Formeln sind a und ß positlre gamce Zahlen^ weldie^ 
Ton den kleinsten Werlhen ani ohne Ende waehsen; nur darf nicht 2assO 
und SßssO seiiif WO 2a ab Factor ron K ond 2ß als Factor von if 
Torkommt. 

fo 186. 

AiM^nidK der cjkliscbes Modalar « FoactioDea des Aigomestes u Isrrii hypeibolitolie Fofeuiftt 
Functioaeo des Arcot tfu^ io der Fom tob Prodjuctes ooesdlicb Tieler Ytsiastm, 

AeLnliche Ausdrucke durch s^wojinlidie cyUiache Fnnclioves des Arcai qtr. 

Die im vorigen %. gefundenen unendlichen Producte gestatten noch 
eine namhafte Zusammenaiehung^ durch welche ihre Anwendbarkeit sehr 
Tergröfsert wird. Dazu dienen die in {• 6h und §• 62« des ersten Theiles 
gefundenen Formeln 

in welchen das den unendlichen Producten vorgesetzte P andeutet, dafs 

c=s 1 der kleinste für a zu nehmende Werth sei# Durch Anwendung die- 
ser Formeln findet man für einige unendliche Produete des %• 165« so« 
gleich die folgenden einfacheren Ausdrucke; 

QttWt Journal d. M. Bd. XX. HfL 1. 9 
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3 = P II 



(1)' 




In den vier noch übrigen Produoten 

© . ^ x= P ((^1 — (2oÄ+(2(»-l)iÄ0*A^ "" M2«Ä— (2/J— l)iirO»/J * 

1 iv "~ ((2a — l)Ä + 2/JiK')»A^ "" ((2« — 1>Ä — 2/JiJP)0}» 
♦^ -^ , \V' ((2«— 1;ä+(2/J-1)iä')VV ((2a-l)Ä-(2/J— l)iÄ')»// 

können die allgemeinen Factoren nicht nur in einer reellen Form darge- 
stellt werden ) sondern es können auch diese Producte zugleich so nrage- 
formt werden, dafs die obigen Formeln, durch welche 9(, S3, % und ^ ein- 
lacher dargestellt wurden, auch auf diese vier Producte angewandt wer- 
den können. Es ist überhaupt (t -(7;pi)T)(l ~(^:^) 

sas (a+ft« — M)(a+fti+u)(a — fti-'u)(a — ft«+M) __ ((«4-«)*+&*)(a — «)*+»*)) 

(a»4-**)* (a»-f-**)* * 

und also 

(, .. V. ^^ _ o+m')('+ c-F)') 

HierDach können dio allgemeinen Faotoren der vorigen rier unendliehen 
Produote auch also dargestellt werden: 

,^_ fK'+C-^")')( '+C-|fi^)')) 



yierzehnttr Abschnitt §. 106. 07 

Setzen wir nun^ wie in f. 10,, wieder ^^^ttt^' (wir werden uns im 

Nachfolgenden immer dieser Bezeiobnung bedienen) | und sehen wir For« 
laufig a als unveränderlich, hingegen ß als veränderlich an, so ist 

also "^ 

r{(t+c-fi^)')(i+e-§f^)')} 

"^ (üaffKi^—Wy)*' ©ln*(2oi7'Jr) • 

und da ®in(<0+^)@in(4— ft) s @tn'<i— ®m'^ nach §. 13. des ersten 
Theites ist, so erhalten vrir den Ausdruck 



P 






Ganz eben so findet man 

pA 6inV« \ 

Vwaet ist) wenn wieder a als unverSnderlioh angesehen wird, 

Hci (a + 6) • So« (a — 6) sc @o«^ a ^e^ b ~ @tn* a ®ue b «=> €oö' a + 6in'6 isf^ 

9» 
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80 kann die vorige Formel auch also dargestellt werden : 
Gans eben so findet man das Produot 

Werden die gefundenen Ausdrucke in den Ausdrucken snti s - ''«'q]! » 
ontisn^ und d»**—^^^ substituirt, so hat man die folgenden 

f ^ Ö0«»2aVÄ 
1^. 6m*j7'u 



3, dnil = ^* .pJ ' go>M2a~i)t/Ä 

em»(2a~l)i7'Ä 

nach weldien man for jeden beKebigen Werth des Argamentdi ii die 
Werthe der ti» ofkliiohen Nodular- Functionen dieses Argumentes be* 
rechnen kann, sobald nur die den Moduln A: und A:' zugehörigen Nodular« 
Quadranten K und K^ bekannt sind« Diese Quadranten können aber auf 
mehr als mne Weise nach den früher entwickelten Formeln berechnet 
werden« Die Formeln setzen den Gebrauch der Tafeln der gewöhn« 
liehen hyperbolischen Functionen Toraus, und convergiren immer« Die 

CouFergenz ist desto rascher, je grölser ^'K.sm-^^^ d« h.je gröfser der 

Modul k i$f. Wir fugen, da rao« ss~^ ist, zu diesen Formeln noch 
die folgende: 

'*"«o**(2«— t)9'Ä 



yterzeknier AbachniiL §. 167. 69 

Zusatz. Vertausoht man in den vorigen Formeln den MoifuI k 
mit l^f 80 verwandelt sich dadurch i)^ ss r-^, in i} s= ^. Setzt man auüier- 
dem ui statt ti^ so verwandeln sich die vorigen fanf Formeln in 

I 8in*i;M 

^ mtl.— n 1 '^g0S>2ayÄ ^ 

/• enll SS WBtUmr <■' . ^ — i — — - 

« . 1 . Clin* j%' •• 



11+ 



sin* rj u 



efnM2a— l)iyÄ' 



t — 



m»i|^ 



Bin 



8. doli« p W(»«-%^ 

'^efa»(2a— 1)^Ä' 



Soe>2a9/C' 

10# snctt =s wBtn.r / ^-r— 

(So6»(2a— l)i7Ä' 

In diesen Formeln kommen theib cyklische Functionen des Arcus fiti, 
theils hyperbolische Functionen des vervielfachten Arcus nK'ss: -^ yor^ 
mid die Convergenz der Formeln ist um desto grölseri je grulser das Tecw 
hffltnils ^ , d. h. Je kleiner der Modul k ist. In allen diesen Formehi 
sind fSi* a die mit Eins anfangenden Zahlen der natürlichen SSahlenrdhe 
zu setzen« 

«. 167. 

Atzderaogto too «' oad der bjperboHsdMz Foocfionen Ton nifK^ 



Foocfionen Ton nfj^K^ weon der Modol J: mit -r- 

k 

teilaiKhl wird; mid Aeiideniiiges ?oo 9 nod der fiTperboKsdien Foncfioaen tob ni]K*, 

ik 
weas der Modort mit — Tertanscht wird. 



Setzt man ^ 



1 _.«.«.. , 



ZU i. 3U der Quadrant K m kiK^-iK' ) und K' in kK, also -^ m 

fr fc 

<««~f. Da nun ii^ss^^ ist, so vei'wandelt sich 
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yf in ^. 
Wird daher gleichzeitig hu Vit u gesetzt, so bldbt yfu ungefindat« Setzt 

man ferner f r ^ eT^ss g-^^^ so verwandelt sich p in e"'^'+*'»*= p.e*"**, 

und da e^'*^=: cos|^;r-}*iBini^«=^' ^U so Terwandelt sich, wenn y statt 
des Moduls Ar gesetzt wird^ 

p in /il und p^ in —p^^i, also 

p^ in — />* und p-* in — p^^t 



Es ist 



also ist 



pn _ ^,'i: _ (lci(nfi'K)—^eminfi'K) und 
(loHnyi'K)^i{^^+p-) = ^f und 



Da sich nun p'^ in ( — l)''/t^> also p^" in /^^ verwandelt, so verwandelt sich 

dcii^nfi'K) in pij^ ond ® in (2iii|'J«:) in (Tll^i^^^ 

oder auch 

^6^(2wii'K) in (— l)».eo<(2ni)'jr) und @ltt(a«j'Ä) in (— l)".@ln(2in,-iS:). 

Da sich p^^ in (— l)'p*^'«, aUo /»♦»+» io — 1»«-+* Teewandelt, so ver- 
wandelt tkh 

6otf((2»4-l)l'in in ^J^^^r j und ®ln((2ii+l)VÄ) in (Hj^^ijt: 
also verwandelt sich 

ecH(2»+i),'jK:) in »"((2^^+/)?-^) „«d 

Fassen wir die gelandenen Resultate zusammen | so haben wir 
den folgenden Lehrsatz: 

Setzt man — statt des Moduls k, und ku statt u, so verwandelt sich 
«./ 
if in -^ und Hj'u bleibt ungefindert^ Ferner verwandelt sich 



F'itrz.thniitr A b a c h n i 1 1. §. 168. tl 

p in pi, also p^ in - -p^. 
(Jog(2ni)'lf) verwandelt sich in (- 1)* . €c« (2 nij' IT) ; 
j ^ eb\(2nyi'K) yerwandelt sich in (--l)^@iu(2llVÄ); 

Coö((2ii— l)i)'ir) verwandelt sich in (— l)".f.@in((2it— t)q'Ä:) und 
®tn((2ii— 1))i'JK:) verwandelt sich in (— l)\i. €o«((2n— l)f)'Ä:). 
Setzen wir g s=s r''»'^^ so können wir aus dem Zusätze 2, $• 31«, 
oder auch aus dem vorigen Satze, durch eine blolse Tertauschung des 
Moduls mit dem conjugirten, den folgenden Lehrsatz herleiten: 

Setzt man -p- statt des Moduls k, und k'u statt u, so bleibt f)fi 

ungeändert und es verwandelt sich i} in p-« Femer verwandelt sich 

g in qi, also ^ in — q\ 

€oö(2njjJS:o in (— l)^€o«(2iii)K0; 

2. { @in(2iit)IP) in (— l)\@in(2nt)Ä:0; 

Scö((2ii— l)ijjrO in (— l)"f.@m((2n— l)t)JS:0 und 
@in((2ii— l)),«') in (— irt.So«((2n— l)i]KO. 

Zusatz. Ist Ar>*sia:J^T, also K'^ K^, so ist )}'£'>> ^;r; also ist 

1 1 

i|'lSr>li oder p^<^« Eben so ist y< -, wenn A:<sin|^2r ist. Da 

i. K 1 ir 

log — = i^T.-^, und log — =5|T.-p ist, so irt 

und dieser Gleichung gemSfs ISfst sich p aus q oder q aus p berechnen, 
selbst ohne den Modul zu kennen. Sind p und q gleich, so findet man 

p^ssq^t=9 — — — « Die kleinste der Zahlen p'^ und q'^ ist also immer <! 23 • 

Die Zahl p ist desto kiemer, je gröfser der Modul k ist, und q ist 
desto kleiner, je kleiner der Modul k ist; beide Zahlen hüngen nur vom 
Modul ab und sind immer ächte Brüche. Wir werden im Nachfolgenden 
die Zeichen p und q immer in den Bedeutungen p = «rV und q s=s e'^^ 
beibehalten« 

$. 168. 

1 — Ä' 

AenderoflgeD von p ond q, wenn statt des Moduls k der kleinere X = TXTi g^^^^ viid. 

1 ^ 

Wird statt des Moduls k der kleinere Modul K s riTj^ gesetzt, so 
Ferwandelt sich nach $• 54. der Quadrant K' in X^sCl+^O-^i^'^ ^^ ^^ 
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in jxF* ^^^^ ^^ ^^'^ gletchiehig es ('"H^>» for u, so TerwaoiMt 
sich 1] tf lo -^« 

ZK L K 

Da nuD 27 = i*}^ b^> *^ hC ^T.^/ =i*iT.^i daher vvrwaii- 
deh 8ioh p in ;»*, w^n T^jp* st^U des Modob k gesetzt wird; also audi ff 
iDi^# (olgBoh ^i{nffK) in ^t^f^^) und @m(ni]'lC) in ein(^^^^. 

Wird wieder statt desModub A: der kleinere ^ = |^geMtltf M 
rerwanddt sieh AT in ^-—-.K^ also q in rxp*^* Wird g|eiGiixeiti|g 
r SS T^ - >tg statt tr gesetzt^ so bleibt i)U ungeSndert. Da femer 7- = 2«-^9 

nbo auch i^^-jT ^^ ^*^^*X "^^^ ^ rarwandelt sieb f in f*, wann 
\cs I statt Ar gesetzt wird# 

Biemach Terwandelt sieh also €e$(iii)£0 in €o«(2iii|£0 n>d 
ein(iii)£0 in ein(2iii]JrO. 

Die so eben entwickelten SStza dienen^ in Yerbindong mit den im 
^ 51. bis %. 54« entwickelten ForroefD, theils mr Herleitung e in er Menga 
tteoer Fwmeln, theils anch cur Prüfung der bereits hergeleiteten« Zu den- 
aaiben Zwacken Aenan auch die in §. 106« bergeleitaten Formeln» 



f. 180. 

Aasdrack 4er cjUsches ModoW-FradioMs imnk rtcBe Bzps&calial-GrilM* 

Setzt man in den Formeb (1.) bis (4«) %. 160. dar KSna wo» 
l*en xisz^"" imd^ wie Torhiui f^^€^\ ao ist ©inVtfss ^^^^ — , also 

ein*i;'fi=^l=|ii^' nod @iBi,'iC= Lgtl, also €itt^j,Ä:= tl^tf!, 
Hiemaah ist 



* ein'iy'Ä l_2p'+p**'' ~ (l— p»J« 

, ein»»/!. _ (l+p«jr«)f! +p«ar-») 

Setzen wir nun cur Abkürzung 



1. 



Vitrzthnttr Ahtohnitt. §. 169. 73 

% z= (l^;»*a:')(l-p'a7')(l--/«ar').... 
95 =r (1— /»'a?»)(l— /»•ar') (1 —/»«'«*) .... 
g s^ (l+;t»'*»)(I+/»«*»)(l+/»'»jr»).... 
JD SS (l+p«»«)(l+/»«ar^)(l + ;»"ar').... 

S' = (1 + ;»'«-») (1 + ;»»ar») ( 1 +;»>««^») .... 

©' = (l+;»«x-»)(l+p»*-')(l+/»"jr'-')..... 
und ferner 

a = (l-;,*)(l_;,»)(t_;,»»)(l_p««).... 

c = (i+;»')(i+;»'')(i+r)(i+;'").-.. 
p = (i+;'*)(i+/)(i+p")a+/»").... 

so erhalteo wir für die «^klischen Nodular -Functionen des Argumentes u 

die folgenden Ausdrucke: 

1 d* a?»— 1 Ä,«' 



sn« 



cntf 



3. \ dn» 



'sncti 



f/ 'o* •a:«+l*£).iD" 
d* 2a: gg* 



fc* * a.e 



/ > 



und es handelt «ich nun nur noch darum, die einfacheren Bedeutungen der 
durch o, b, c, d bezeichneten Producte und ihrer Yerhfiltnisse zu einander 
zu finden. Eine Relation unter drei ron diesen vier Gröjsen findet sich 
leicht. Es ist 

a.h = (l-,;,')(t-./)(l~;^)(t-;^«)(l_;,tO).... 

c.rf = (1 + /»')(I4-/)(1+;^^)(1+;»»)(1+;?"').... 
Daher ist ah.cd a=s (1--/)(1— /»')(!— />*')(l—f>"'). ..., oder ah.cdn^a, 

und also 

4. hcd sss. 1. 

Setzen wir u-^iKf statt u, also f{u-\-^ni statt )}^tf, so verwandelt sich 
X s= «'''" in jT.e^"* also x in xi; also verwandelt sich dann 9( in >D und ID in 
^; femer ^' in ^' und ^' in ^'; aufserdem verwandelt sich ^ in (S» 
€ in 15, 91' in g' und g' in Vb', Der Ausdruck 

CreUe's ionrnal d. M. Bd. XX. Ha.1. 10 
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Ferwandelt sich abo. da snCti+^^O^^: — bt. in 

ODd wird diese Gleichung mit der yorigeo roultiplicirt) so erhalt man 

11' 'a 

gfef A» O» 4 

Die Gleichung »nö^ = ^*"g^ verwandelt sich^ da »oo(« + iÄ0=^^^jjj7^ 

■■**■" HES;; — l^'jgf»^» ""^^ *^ Multiplication beider giebt also (p) =y 
oder 

^* M — vT- 
Die übrigen YerhSItnissei wovon aber nur noch eines fehlt, um a, h, c, d 
einzeln bestimmen zu können, lassen sich nicht dadurch finden, dab man 
u-^-iK* statt u setzt; man mub vielmehr jC—- ii statt u setzen; also nfK — ii{u 

Statt if/u. Dadurch verwandelt sich x in e^^.e^"^^ also x in — = — oder 



2— « 



ap* in — r und x""* in »*jp 

Macht man hiervon Gebrauch, so verwandelt sich 9( in 
(t— p'jp-^(l— /^•jp-*)(l— p^^ar-^)-..., oder 5( verwandelt sich in 05'; fer- 

nerSC'in (1~;^V)(1— /i*«*^)(l— p^*a?»).... oder 91' in — « — , also 3(.3l' 

# Da sich nun auch -ö — = — s — verwandelt in ^E— t= — 



— s^- — , so verwandelt sich 

2px ' 

__.3(.9(/ ,„ ^«^. 

Es verwandelt sich femer 03 in (1 — a?"^)(l— /^d?"^)(l — p^a?*"*)*... oder 55 
in 2^.aS und 95' in (1— /^♦«»)(I— />«x')(l— /i«ar^) .... oder »' in 9(: 

also verwandelt sich 95.05^ in — r— 9(.9C' und 

2" m "gt • • 



Vi«rt0hHt*r Ab$oknitt. §. 169. 75 

Es verwand«!! sich (E ia (l+*~')(l+;»*»"'*)0+;^*"')(l+/>"*"').-.. 

oder € in ^9^.©' vmä 6' ia (l+p*«')(l +;»•*') (1+;»'V),... öder $' in JD, 

also auch « 

€.(5' .. ag*+l g).g)^ 
"2" '■ 'T^'~^' 

Endlioh ändert «ioh ^ in (l+;»'*"')(l+;i^*-*)(l+f»*"0.... oderlD in^'j 
ferner jy in (tHyap»)(l4-/»'VXl+/»"**).».. oder©' in fr^ . Da «oh nun 

-^^ SS —^ — verwandelt in c — ^ — = ^^^ ^ ^ verwandelt sich 

Nun hStt es nicht schwer, auch die Übrigen VerhSitoisse tu finden. 

Setzt man in der Gleichung tntias-;.^. ~ • « g/ > if-^w statt », so 
verwandelt sie sich in 

tnCtI SS — •-«•"ö «n TTT"«/ O"®' *J»tnCÜ^— ;.-T.— ;; r. «f -,. , 

und da tnif.tnoti s=s — bt, so ist -jfr = ("jp • jr) oder 
- . d* 2« g. G' . ^ . «1. 

Da farner *»«= ^•^^OT*»:»' » *® "*■ 

dnc«= j5-.-pr-'»'»-g7g7 «<*« ^i>" = 75-lF^*ß:F' 
und da du« dnc« s=A' ist, so »t ^ = ^-^j oder 

Dividirt man (S.) durch (4,) , so erhfilt man 

• b* -~ W7' 

Werden diese TerhSItnisse in den Formeki (3.) substStuirt, so erhKlt man 



10 
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27p •a:+«^' •©.©'» 
10. ( , V^k/ 2 6.6^ 

1 J B.«^ 
•noti = y^.-—. 



Die Formeln » woraus diese Ausdrücke hergeleitet worden sind, können 
auch wie folgt dargestellt werden. Verwandelt man u in K — u, oder x in 
— I SO verwandelt sich 



_/»»-l 



ar — X 



fa.fö' in 
11. 



g.gi 



jp-*.X.3I'.2irp 
xVp 



^ -.©.D'.2Vp 



2 

«77 



i±£^.J5.!D'.2/-, i. ij^. 



— /r-1 



a? — a? 



beiden Functionen — ^ — »^l «2(^2/7^ und ^.fb^ sind daher von der 

Arty dab^ wenn in der einen von ihnen K — u statt u gesetzt wird, das 
Resultat gleich der durch x /'p dividirten anderen Function ist« Dieselbe 

Bewandtnils hat es mit den beiden Functionen ^"\/^ a!D>P^2/> und (l^\ 



2 



Zusatz le Multiplioirt man die Gleichungen (7.) und (8.)^ so er- 
hält man — • -j-r = ^ > ^^ 

12. V' 1 i>- (H)= t'^ C'!'^'':!f!l'':!,'.'"^C'!ll'':H'- 

Nimmt man /i willkürlich aor^ so kann hieroach aus ihm jedesmal K^ ge« 
funden werden^ und da -- = 6^^, .also j-j^ = log — ist| so findet sich 

dann K nach der Formel K=: — 'og'— • oder alsoa 

15. £: = 



_ t\±il Inf! i+p* i-p« V lo- i 

— Vi-p»i+p* i=^rFp ••••/• ***8 7* 



Vierzehnter Abaohnitt. §. 169. ^^ 

Den Modul k giebt die Formel A; = ^— ) oder 

t _ /1-p» 1-P« l-p" 1-P»* V 
* ** ~" VI+^'I+p^* !+?»"• 'i+p^****/ • 

Setzt man bierin p für ;i% so verwaadelt »ich nach i, 168. der Modul k 

. 1— Jfc' . . . . ,/l— if /t— p 1— p« 1— p» 1— p» \» , , 
m j^pp; daher ist |^j_ = (j^. j-p£j._£y.-_t.....J , „nd also 

io«i^l4^=4,og^^(l±-;.l-±^.}4j;aj;...o. 

Setzt mao hierin pi statt js!^ so verwandelt sich A: in -jr-i ^^ ^ ^ X' ^^^ 
es ist also 




_ !+?•» 1— p*t*l+p 

Wird also A^ssinff, *'=co89 und -jf-— *®^8(l^""ö) gesetzt, so bat man 

15. JClT— ö) 
s=4«arcsin(/i) + 4Jarcsin(;i0 + 45aro8in(;>*)+4?aro8in(;i')+..,.eto 

= 4 arc taog (;i) — 4 arc tang (f^^) + 4 arc tang (p^) — 4 arc tang (p'^) + • . . . etu# 
Wird p mit q vertauscht, so vertauscht sich K mit K^, k mit k\ und 

1»*— mit 6. Wird aulserdem r s^t. -^ , also q^=^e'^ gesetzt^ so bat mau 

"^^AjEang V . aanflSv.SEonfldv.Sang/t;..../ * 
jg- / gan92i;,gonfl4t;.Sgan96t;.üganfl8t;.>., y 

A' = (Jang t?. Sang 3 1? • Sang 5 V.Sang 7 r.Jong 9 !?....)% 

8fl = 4Jarcsin(0+4?arc8in(0+4S?arcsm(0+4Jarosm(0 + --«^ 
ö = 4 arc tang («'") —4 arc tang (e"^") +4 arc tang (ir**') — arc tang (« ^'') — 



• • • •< 



Zusatz 2. Verbindet man mit der Gleichung bcd =a 1, oder 
i^c^iTssl, die Gleichung ~ä^, so erhält man c*.df^=;^, und da 



7g & ßudtrmamm, Thearie dtrltad^-FiamL md dtrStod.-^bät^, |.17DL 

WM die GMefaüH ^ — ^^^ "^ ^« ▼«*£«■ ndlipScirt. w 

HdäfSAt mm die 61ddMiiis ^«=^7^ nü (17.), w «Mitafat 

Moltqrfidrt BMo dM eicieboog 2^sifc^|( mit (19.)^ « erfaflt 
eadfich 

f. 170. 

Zwiekfikmg 4v M<*daf-Fii A i w «aT ntr kjfuMimke EOk-Wntmmim, 

wJ Audrack ficMT imnb triMUch« FjkImm. 



Die laofte, zweite und vierte von den Porineln (10.) f. 109. les- 
h abo danteUen: 






_ rt. e-«* 



£)n'« = /■*. 



93. S 



/• 



da @n'«sste«, (en'vaB— - uad SDu^tf^: bt. Nehmea wir nun. aus 

' CDU SBC« ~ ^^ 

RSduicht auf die GleiobuDgea (11.) f. 169., vier Bol&'Fiinctiooea an, 
iiSmIiob: 

— s=s 2//». — ^ — .a.a', 

1 l| 

1. 



die wir, wenn der Modal mit dem coojugirtea vertauscht wird, durch 
— , ^-i^, — ~ und ^-^ bezeichneo, so haben wir die Formeln 




Fitrzehnter Abschnitt. $. 170, 7Q 



wodurch die byperbolisofaen FunctioneD auf Tier byperbolisoheHulfs-Funotio- 
neu zurückgeführt sind« Die Werthe der constanfeD^ höchsteDs von deo 
Moduln k und k' abbSogigen Divisoren jf und ff^ werden bald naher be- 
stimmt werden« Wir nennen 9Uu die erste, 95(ti die zweite, &\u die 
dritte mid Spin die vierte hTperboIiscbe Hülfs- Function. 

Den Gleichungen (II.) §• 169. gemSrs ist nun, da ^ri— s e^^ur-^ 

' ( 9(r (Ä — tt) = ««'*«->. <^r «^ 

@l'(i5C— tf) = «'^-"). «r«; 
wodurch ein eiofaobe« Gesets der ReoiprocitSt ausgedrSofct wird. Ter- 
tauscht man dea Modul mit dem oonjugirten, so sind diese Formeln 

S«(jK' — II) « e^'-^KJ^lu, 

9M(Ä'-.ir) = «'»«'-">. @l w, 
@I(1C'— «) = «'*«'-">. »r«. 

ist, so erbalt man durch die wirkliche MuItipUoation der Factoren von 91 
mit denen von fH', den Ausdruck 

* X(l— 2/»" <So« 2 n' «+/»'*).... 

Eben so findet man die 



5. ®il2 = 2/-/».€o«i)'«-(l+2/i*<5o^2i)'tt+^)(l+2/»«€oö2i)'«+/»'«) 
* X(l+2/»"Soö2V« + ;»'*)...v 

e. —^ » (l+2;»'€o«2))'tt+/»*)(l+2;»«€o«2n'«+;»") 

X ( 1 + 2/»«» «06 2 n' «+/»»)•.. .. 
7. ^ = (1— 2;»«€o«2<«+/»«)(l— 2/»»€o<t2if'«+;»") 

X(l— 2/»6o<2V«+J»*9...- 



8. 



AA Hk gnUtyjit»»'»«» Tüwri» JttMtd.'Fimet, and d«rMod.-lnUgr, §.171* 

IK^ i\Mtut«ttl^ JK« w«)cIm» wir weiter unten bestimmen werden, hSngi eben so 
%uu \H>in Mo«l^l A «b» wie ^' ¥on dem Modul 1^, 

\v» die vykitsoben Moduler- Functionen erbalten wir aus (2.) die 

dn«=/*'.||;^, dnc«=:/Ä'.f^, 

Zusatz. Setzt man io deo Ausdriioken (4.) bis (7,) u^iK^ statt u, 
also r\U'\-\7ri statt ij^u, so verwandelt sich, nach $• 16« des ersten Thei« 
les, @m)]'ti in i^tiy\'u und €00^11 in t(5ini}^fr; ferner flti2r{u in 
-— ^0ö2t/ti: daher erhält man 

) arCu + iK) = i.'SbVu, also auch 9«(ti + tÄ) = i.SS^u, 
•• i 93l'(i/+tÄ:0 = t.SK'ti, . . »1(11 + iK) = i.%\u, 

und 

i @I'(tt + füCO = Spi'^^ also auch ®l(fi+»Ä) = ^Iv, 
10. j ^t'(ii + iJK:0 = ®l'ti, . ^ J^l(u + iiS:) « ®lu. 

Hiernach verhalten sich also die Functionen ^Vu und IBt^ti unge- 
fähr 80y Vfie die hyperbolischen Sinus und Cosinus. Die Functionen &['u 
und S^Vu stehen in einem ähnlichen Zusammenhange mit einander. 

§. 171. 

Znr&ckfShruog der Modniar-Pourtiooen auf Titr cjklische Hiilb-Foncliooeo^ and Ausdruck 

dieser durch trioomiscbd Facioreü. 

Die gesuchten Formeln , wodurch die cyklisohen Modular- Functio- 
nen auf vier oyklische Hülfs- Functionen zurückgeführt werdeui erhält man 
schon dadurch 9 dafe man in den Formeln (2,) $. 170. ui statt u setzt« 
Ein Blick auf die Formeln (4.) bis (7.) $. 170. zeigt schon, dab nur die 
Function 9üti imaginär wird, wenn ni statt n gesetzt wird; die drei 
Functionen 181 ti, @l^ und ^\u aber bleiben reell. Setzt man 

%\(ui) ^t.k\u, also Al(tit) si.^It/, 

95l(ttO = Bl ti, also Bl(tii) = V>\u, 

• ^ ®l(t/f) = Glti, also Gl(i/f) = ©Iti, 

^l(tit) = Hilf, also Hl(tii) =^ ^{u, 



Vitrzehnttr Ab$ohn{tt, $. 171, 81 

Bo erbaUen wir fBr die vier efklisoheo HUIfs-Fiiaotloneii, wenn wir In 
den Formeln (4.) bis (7.) f. 170. die beiden oonjagirten Modul mit ein- 
ander vertausdien, und «i Tut u setzen, die 



2, — es 2/"y.stoii«,(l— 2/oo82jit»+^)(l— 2y»oo»2i)« + 

* X(t— 2y"oo82i)tt + f»*)...., 

3. -^ 9= 2/'^.eosi)ii,(l+2y*co82i}ti + /)(l+29*oos2i]tf+^) 

' X(l-t-27"oos2iitt+Y«) 

5. — rs (1— 2^eos2i)«+^*Xl--2y«cos2ijti+^»Xl— 2^«o»2iI«+^— • 
und die Ausdrücke der Nodular «Functionen selbst sind nun 

AI« 1 Blu 



6. 



sn« = .^._ , snoff = TTGU» 

Jlf Blu Jk* Hin 

dn« =: /-Ä'.gj, dncir - /*'. |^, 

. ., 1 AI« . 1 Blu 

tu» = v-p.gn;» *°«'' = v^Äü- 



Setzt man in den Formeln (2^) JST— f« statt v, also |^T-^)]ti für i}tt, so 
erhiilt man 

{AI (_K— ff) » Aloti » BI«, also AI (1C+ «) «s AI (K— u), 
BI(ÜC— «)» Blc9f:=Al«^ - BI(iC+tl)trr:_Bl(ÜC— 11), 
GI(JiC— «)= Glc« = Hlif, m Gi(£+if)«s G1(K— II), 
HI(JS:— ii)3sHlctfasGlti, • Hl(ÜL + tf)=^HI(JSC— «). 
Die Functionen AI« und ^lu werden negativ, wenn -^u statt tf gesetzt 
wird; alle übrige bjperboliscbe und cyklische Hülb- Functionen des Ar« 
gumentes « lindern sieb gar niobt, wenn man — u statt u setzt. 

Zusatz. Da 8n^ti4-cn^«=: 1 und sno'ti'f-cnc'tts: 1 ist, so fin- 
det man die Rclationfln 

8. Al-M4-Ä'.BPtt=*.HI'ir, also A:,»r«=:A:'.J5)r«+ «1'=*«, 

Auf fihnlicbe Wei»e erhält man noch 

10. *'.GI-tt4.&.AP« = HI'«, also &,©Pii = J^t'*«+A;'.9a"«, 

11. Ä'.HPtt-f ;^.Bl'tt = G»'i«, - Ä.^rt« + *'.§5r«=5=@l"w. 
Hieroacb lassen sich also aus zwei oykliseben Half»- Functionen jedesmal 

Cralle* Joiirnkl d. M. Od. XX. Hltl. 11 
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die beiden andereD herldteoi und dasselbe gilt von den byperbolucii 
nlfii • Functioneo. 



i. 172. 

Besllmmaiigen der beiden ConstaDten g nud g' nnd einiger particolilrec Wertbe der acht 

Hülfii-Fooctionen. 

Setzt man in den Formeln (4.) bis (7.) ^170« das Argument 
ii = 0| so erhalt man 

m'o « 0, 
Eben so findet man 

«»•=i/''-^(4iW)=^v'e-^*). 

Den Formeln (6.) des $. 171. gemafg erbSIt man, wenn tis=sO gesetet 
wird (oder tfs=jK), die Gleichungen 

Bio = v^Ä.GIo, 

Bio./*' = /^Ä.HIo, 

Glo./Ä' = HIo. 

Daher ist äberhaupt 

p. HIo _ Bio 

WO — -^^ =: yr* 

Außerdem ist r=r-^ = ^r- = -^^ = ^ , ^ . Diesen Gleichungen leisten wie 

auf die eiofachste Weise Genüge, wenn wir die beiden Gonstanten g und g' 

so bestimmen, dafs 

Glo s= 1 und (BCo s 1 

wird. Hieraus folgt « « 

1. g')rp ^$*Vl» 
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2, / ' ^.^277^ ^ i(i+p*)(i+p«)(i+p")(i+p»*T:7::l ' 

277/ ~ l(i+g*)(l+«*)(t+«"»)(t+?'*)... J • 

Auberdeoi haben wir noch die parHcutttreq BestimmuageQ 

AIo = BIA' =s und ^Vo =■ 1, 
Bio Ä AIä: SB /■* - «Sl'p = /•Ä', 
• ^ Glo = Ü\K =s 1 ^ ©r'o =s 1, 

Hio = giä: = /-Ä' - ^r'o = v^*. 

Setzt man noch in den Formeln (3,) $• 170. das Argument tfssO, so 
erhält man 

§. 173. 

Die c/klisch«a Hfilb-FanctioneB der Ar^umeute tou der Pö^ju u-f-müC^-nif^ 

Setzt man in den Formeln (7.) fi 171. jetzt -^u statt u, so wer- 
den sie 

4 Miu + K) ^ Bin, GICtt + Ä) = HItt, 

i BI(« + iC) == —Alt*, Hl(tt + iC) = Gl«. 
Setzt man in den vorigen Formeln u-^K »tatt K, no verwandeln sie sich in 
AI(i»+2ä; = .-^AI«, BI(« + 2A:)«— Bltr, GI(tt4-2Ä') = Glti und 

Hl(u + 2K)^H\u, 
üieraus folgen sofort die allgenieiueren Formeln 

AI(«+2»iK) =(— l)". AI«, Al(«+(2»i4.1)if ) = <— 1)-. BItt, 
BI(tt+2»/iÄ) = (— l)-.BIa, BI(tt+C2«t+l)Ä:)c:=(-ir+».AIw, 
** ^ GI(ii+2jiiä)*= Gl«, GI(«+(2//i+I)Ä:)ap Hl«, 

Hl(ii+2»»ilir)«;= Hlti^ ei(tt4-c.'//»+l)A^)=s Gl«. 

Nach $. 1 70. ist 5ii(,<.^.iiC') « eiif^f^.s}\u, 

©l(M + Ä') = /?'«**'+«>. <8Im. 
Diese Gleichungen können auch aiito dargestellt werdou; 

AI (tt t i-iK') = i. «9»*'+"). Ul {u i), 
Hl (tt » + iK') = i . «'{»*'+''). AI (M i), 
BKtti + i/L') = «'<**'+«>, Gl (tti), 
Gl C«i + i ÄO — «91*«'+»). Bl (u i) i 

II* 



uod »tut iMM m liaU ni, tbo — «* itatt m, so Terwaadda lia ach 

fiirt u d» toigemimt 

AI(«+«ÄO = f.«*»*-^.eiir, 

Bl (« 4- 1 JC) :» «''*'— X Gl IT , 

Gl '« + f ICO = «^»»^»^ Bl u, 

m^M +iKO = t.«^»«— '\ AI«, 

Da iK'+*y^^ = 2uK'-^K'* st 2K'(u + iK') imd abo 

^^(JC+tf/— j^- = r,HK'-^u) ist, so Löiinen die froheren For- 
toeim, indem man zur AbkSrzong \ = JT^ setzt, auch also darfertellt 

Bifu+KQ _ @Iu 4>t(«+jrO __ Tttu 

fiu+n'-,» — "per»"» %ic»-i'i')» ""* ■?5*'" 



Setzt man abo wiederholt m-\^K' statt tf^ so eotatebt 

Bi(u+2nK') e(u , ei(u+2n/iC'+irO ®(u 

"~p>fisi^r- = JET un« — jt>p;x-'+jE^i — = pir» 

und hieraus erhält man auf ähnliche Art» wie die obigen Formeln (3.) 
hergeleitet wurden, die nachstehenden allgemeineren Formeln: 

AI(ti + 2niiiC0.« *^^' = (— l^AIii.«*"; 

. 1 Bl<ii + 2n»i5C').« *'*' = Bill.«*'*; 

GI(« + 2ntÄ0.« *^' «Gl«./^, 

HI(fi + 2n»Ä:0.« ***' « (— 1)". Hl tt. «*«*', 
und noch die folgeaileu: 

AI (« + (2 » + 1 ) i ÄO . fi ***' = i" +'. HI « . Z^, 

BI(« + (2«+l)iiC').« ^^ s= GIw.«^, 

GI(« + (2«+l)tJfO-* *""*' = Bltt.««*^', 

ei(f«+(2»+l)iJ£').« ***' = ?''+'.AItt.e*^'. 
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Durch eine leichte Zusammensetzung der Formeln (2.)| (4.) und (5.) er- 
biit man die Ausdrucke der oykliscben Hulfs - Functionen eines Arguments 
von der Form tf -{-mliC^-{-iifJK^ durch Functionen des Argumentes u. 

i. lU. 

ReiheB f3r die imtSrlicfaeii Logarithmen der hjperbolisclieo oid cykliicbeo Hülb-Fondiooen 

den Argameiitesii« 

Nach $• 53« des ersten Tbeiles ist 

iog(i+2/>ecö^+/i') 

= 2;^€o«^— ^€oö2<P+?|^€o63^— ?J^€c«4^ +— etc. und 

Iog(l— 2/i€o«^+;i') 
= — 2p6cö(p — ^6oö2(p~?£^€o«3(p— ?J^ed«4(p etc. 

Entwickelt man hiernach die natSrlichen Logarithmen der Factoren des 
f8r %Vu in §• 170« angegebenen Productes, so erbSIt man 

logarti = log(2y/>,@ini|'ti) 

— 2/€oö2ij'u~^€cö4ij^ii-^€og6Vii-^€o«^^^ 

— 2/i*€o«2ij'ti~^6o«4j)^ii— ^^o«6Vtt—^6o«8i)^ii 

—2iii»*€oö2i)'ii—?^€oö4Vu— ^€0*6^11— ^gcfiS^ti 

— etc. 

Die änzelnen Terticalreihen lassen sich summiren. Es ist 

und Bumnurt man hiernach wirkliob, so entsteht die Reihe 

I. log m'u=i log {lg* . /> . ©in V tt) 

Ganz eben so findet man die Reihen 

2. log ^l' u s= log (2g' ./■;». (Soö *)' u) 

3. log Gl'« = log/ 

4. IogJ5l'ti = logy 

in welchen g' :=:. ]l i^^) , also log^' = log^(^^|^^) + ^' ist. 



• ••• 



86 8. G udcf mann, Theorie der Mod.^Pmcif und der Mod.rlnUgr. §.174. 

Dicftft Raihen bab<>ii eioen boheo Grad der ConvergiHiz^ weon der 
Modul k w^Dig Yon Ein« verscbieden und das Arguaient tt<^^K oder 
doch nicht '^■^K ist} sie laasea sich auch wie folgt darstellen: 

log 211' u =3 log (2^' yTp @in V u) 

log^r« 5= log(2^V/>Soöif'ti) 

^'^ • ©in2i7'Ä 2 •®m47/Ä "*" 3 •©iriGt/Ä 4 'einSiy'iC **" 

Iog@I'ti 



• t • • 



• ••• 



5. 






• ••Pf 



••»• 



, , Qta2ij^u , Cpg4^^u j (S»S 6 iy'^i . QoiSfj^u 

«ög^ ~ @i„ 2 ly^Ä * • ®in4 v'Ä * • ein 6 v'JSf * * ein 8 17'Ä "^ 

Ist das Argument u^ JK^ so kann man Gebrauch machen von den Formeln: 

logai'ii = logSr^ViK-ü) + ri'{u-iK)f 

»og^l'n = log&V{K—u) + fi'iu-^iK), 

]og®Vu = IogÖl'(Ä-u) + V(fi— iit), 

log^M'ti 3= log3ll'(Ä-ii) + V(ti— ilSC), 

welche sich unmittelbar aus den Gleichungen (3.) §• 170« ergeben und 

also die Functionen des Argumentes u auf Functionen des Argumentes 

K — tij welches <C K ist, zuriickfiihren» 

Vertauscht man in den Formeln (5,) die beiden conjugirten Moduln 
k und Ar' mit einander ^ zugleich tii fSr 11 setzend ^ so erhalt man für die 
cyklischen Hiiifs- Functionen^ oder eigentlich für ihre natürlichen Loge« 
ritbmen die Reihen; 

logAlti =t Iog(2y,/"y.8int)tt) 
2 cos2fju q\ COS 4 iy u 9* cos 6 7; g q* conti r^u 

logBlti = log(2^.|ry.cos)]ii) 

I, 2 cos2fju q^ cos4fyu I q^ cos6 tju g* cosSyi/ ^ 
'^^•Sm2f;Ä'~ 2 •@in4i;X^"*" 3 '©ineyÄ'"" 4 '®\n8vK'^ 

log Gl II s 

ll I co»2iyii . co84 iyii , . cosß 17 k . cosSyii , 

logHlti = 
I C082 iyK . co84iy tt , cosCyu . c osSrju 



• ••• 



6. 
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riet zehnter Abschnitt. §. 174.. 87 

weldlie dento rascher convergiren, je kleiner der Modul k ist^ das Ar« 
goment u mag < ^if oder > K^ seio« Es ist ^= rv o y^ )» *^'*^ 

■ogy = log f'C^') + 'x^- 

Zusatz« Ist in den Reiben (5.) der Modul zu klein ^ oder in den 
Reihen (6.) der Modul zu grofs, so wird man die einen Hiilfs-Funotio* 
nen auf die anderen zurückfahren. 

Die dazu dienenden merkwürdigen Formeln 

logSH'« = |ogÄl« + ^, log©!'« = logGlti + ;i^, 

log©!'« = !ogei«+ ^. log ;?>!'« = logBI«+ ^ 

können aber erst weiter unten in gehöriger Wdse hergeleitet werden. 

(J>ie Fortoetzang folgt im nachtten Hefte.) 



88 9« ^«'/i über die Fu/spunfitencurvm der Linim zweiten Öraäe$f 

lieber die Furspunctencurven der liinien zweiten 

Grades, 

( Voo Hro. Rudolf fFolf aas Zuricb«) 



fo&Wt roao von einem in der Ebene einer Curve wilikorlich angenommen 
nen Punote^ dem sogenannten Poh^ Perpendikel auf die Tangenten dieser 
Curve, so liegen die Fuüspuncte derselben in einer neuen Curre, weldie 
man die Fufspvnctmcurve der Vorgelegten za nennen pflegt. Der Zweok 
dieses Aufsatzes ist, die FuCipunctenourren der Linien zw^ten Grades, so« 
wohl ihrer Form als auch ihrem Gehalte nach zu untersuchen , mit Tor« 
züglicher Hinsicht auf einige der ron Herrn Professor Steuer im yierten 
Hefte des vorigen Bandes dieses Journals mitgetheilteo SätzCt 

i. l. 

Logt man durch den zum Pole gewählten Pnnct ein zu den Haupt« 
Axen der Linie des zweiten Grades paralleles Axensystem x, y, so wird 
die Curve zweiten Grades in Beziehung auf dasselbe durch die Gleichung 

1. ax^ + by + 2cx + 2dy+e = 
ausgedruckt I und hieraus folgt für die Tangente an den Punct (x,y) 
Gleichung 

2, /— X *= — -^(^'— ^)f 
wo der Kürze wegen 

3* m s=z ax + c^ n « Jy + ^* 

Für den Fufspunct des Perpendikels aus dem Pole auf diese Tangente^ 
oder für den dem Puncto {x,y) entsprechenden Punct (x'\y^^) der Fuls- 
puüctencur?e hat man demnach 

Elimiuirt man aus den Gleichungen (LX (^O und (4.) die Gröfsen o^ und y, 
so erhält man eine von dem Puncto (x, y) unabhängige Yerbindungs* 
gleicbung zwischen x*' und y"^ d» h. die gesuchte Gleichung der Fuls« 
^unctencurve« Um diese Recboung zu vereinfachen, kann mau 



x'^ = rcosr^ y" «c rsinr 
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setzen, d« h. Polarcoordioaten einfahreD» Dann giebt die Yerbinduog der 
Gleichungen (3.) und (4.) 

r = a?cosü + ysinr, (aa?+c)8inü — (by-^d)cmv = 0, 

und die sucoessive Elimination: 



brcott; -I- d 8101; cos v — csin'ti ar Mnt;4- cBinvcasv — <ico#^i; 

a8io^t;-|-6co9* V * "^ a 8in*t;-4-6f08*t; 

Duroh Substitution dieser Werthe geht (L), trenn man den Factor 
ai(a sin^r-f-ftoos^r) absonderti in die Gleichung 

5. r^+2r(|co8r+ysinr) 

+ ae — c* • « I be — d* o^ • 2ed • ^ 

ab 'ab ' ab 

über, und dies ist demnach die verlangte allgemeine Gleichung der Fuls« 
punctencurve einer Linie zweiten Grades; sie ist jedoch noch einer für 
die folgenden Untersuchungen passenderen Form ihrer Coefficienten fähig« 
Bezeichnen nämlich p den Parameter, € das Verbal tniis der Excenfricität 
der durch die Gleichung (1.) ausgedrückten Curve zweiten Grades , ^ und 
y die Coordinaten ihres Scheitels, so hat man, wie ich in den Annalen der 
Wiener - Stern warte (Band XTII») zu zeigen yersucht habe, 

H a(f*4-6c' — abe « b — a 

/° i> ' ' ' = -»-' 

■ ^--(^+f). 

und es ist somit 

Durch Substitution dieser Werthe in (5.) erhält mao 

7. r' — 2r 1 ($ + id?~») "08» + «' »io *'! 
+ ("'-iZ?^) ««>'«' + (? + 2 ff;! l) co.'t, + 2»'(^ + if;i)«int;co8t. = 0, 

und diese Gleichung soll das Fundament der folgenden Untersuchungen 
bilden, die Ton jetzt an am zweckmafsigsten für jede der drei Classen der 
Cur^en zweiten Grades besonders dürften geführt werden. 
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90 9« ^^^ft ö&fr dU Fn/tpundencurven der Urnen zweiten Grades. 

§. 2. 

Ist f^l» so gehört die Gleichung (1.) einer EUipse an. Bezeich- 
net man die halben Axen der ElUpse durch a und l^, so ist 

«» ^ i^» 6' = a;» = i^, 

und setzt man der Kürze wegen 

8* a = (a + $) co8t> + v wnr, 

so erhält man aus (7.) fihr die Fulspunotencurre der Ellipse die Gleichung 

9. 7^ ~ 2ar + a^ — a' cos'r — V sin'r = 0, 

oder auch die Formel 

10. r = a ± /"(a^ cos^ i? + b* sin'^r). 

Liegt der Fol im Scheitel der Ellipse, so ist ^ = = ^, und die zuge- 
hörige Fulspunotencurye hat nach (9.) die Gleichung 

r^ — 2arcos9 — b^sin^i? = 0, 
welche eine aufTallende Uebereinstimmung mit der Gleichung der Cardiolde, 
der einfachsten aller Epicycloiden , hat« Denn, restituirt man xs=rcosf 
und y=^rninv^ so geht sie in 

a?* + / — 2a:r' = y'0>^ + 2<iX'^2x') 
aber, und für den speciellen Fall des Kreises, oder für a s= &, yerwandelt 
ue sich in der That in die bekannte Gleichung 

a?* + /— 20Är^ « y*(a'+2aa: — 2jp^) 

der Cardioide. Liegt der Pol dagegen im Mittelpuncte der Ellipse, so ist 

a + ^ = 0=^ ^> und für diesen Fall hat man nach (9.) als Gleichung der 

Fulspunctencurve : 

r* = tt' cos^r + V sin^r^ 

eine durch die Untersuchungen des Herrn Hofrath Gaufs (ZacKs Cor- 

respondenz XXIIL 112) schon bekannte Form der ElUpsengleichung« 

Bezeichnet man den yom Radius -vector r bei der Construction der 

Fulspunctencurve beschriebenen Raum durch F^ so ist 

± ß ^^ 4. jJ- log (ti + a € 008»)] + oonst., 



0, Wolft über die Fufspunotencurven der Linien zweiten Grades. 9] 

WO a =^ a -i- ^ und ßssv die Coordinaten des Mittelpuoctes bedeuten und 

der Kurze wegen 

12. u^ = o' oos'r + 6' 8iVü 

gesetzt wurde. Das Doppelzeicheü ± io der Gleichung (10.) bedeu« 
tet oAPenbar^ daCi för jeden Werth des Winkels v der Radius- reotor r 
zwei Werthe haben könne; entsprechend sagt das Doppekeichen in (II»)^ 
dals vom Radius- veotor zwei verschiedene Räume beschrieben werden« 
Begreift man daher unter J^ die Summe der RSume^ so ist F aus der 
Formel 

ZU berechnen« Es ist leicht zu sehen ^ dals für jede Lage des Poles die 
Integration zwischen den Grenzen r = und t; = ^ zu vollführen ist« 
Der vollständige I von der Fufspunctenourve eingeschlossene Raum wird 
daher durch 

14. F = l5r(a^ + b' + a' + ß') 

ausgedrückt. Man kann ohne weitere Rechnung hieraus schliefsen, da(s 
(ur asOssßy oder für den Mittelpunct^ der entsprechende Raum 

ein Minimum ist. Bezeichnet man demnach überhaupt den Abstand des 
Poles vom Mittelpunote durch g^ so ist im Allgemeinen 

16. F = /^+l;arr^/ 

d. h. alle Fuispunctencurven^ deren Pole gleichen Abstand vom Mittelpunote 
habeui sind dem Inhalte nach gleich, und ihr Inhalt labt sich leicht geo* 
metrisch darstellen. 

§. 3. 

Ist £=^l9 SO gebort die Gleichung (L) einer Parabel an. Multi- 
plioirt man daher (7.) mit (t — e^)f und setzt €s=sl, so stellt die daraus 
entspringende Gleichung 

17. r ssz i cosr + y slni> — -^ . — ^ 

die Fulspunctencurve der Parabel dar. Sie zeigt, dals die Fulspunctencurve 
aus einem endlichen Theile besteht (der zur Schleife wird, sobald der Pol 
auberhalb der Parabel liegt), und aus zwei unendlichen Aesten. ZurUn- 

12 • 



02 0« ^olfi ubfr die FufspunetmemnHm imr Lmim zwiiitn GrmdtM. 

tenodiuiigi ob diese Gurre far ihre onendlioheo Aeste eine AsjmpCate babe^ 
dienen die bekannten AusdrScke 

wo ^ den Winkel irgend einer Tangente nut der Axe der x und u das Loth 
aus dem Ursprünge der Coordinaten auf diese Tangente reprasentirt« Setzt 
man nämlich in der Gleicbung der Cunre r nnendüeh grob und berechnet 
den entsprechenden Werth Ton r, so hat dieCorre eine Asymptote, wenn 
^ und IT for diese Werthe reell und endlich werden« Im Torii^enden 

Falle findet man auf diese Weise xl^ — 9ff^ « — _^: also hat die Fuls- 

punctencurre der Parabel eine Asjmptote, weldie senkrecht auf der Ab- 

aciawn-Axe steht und um den halben Parameter hinter dem Pole liegt. 

Liegt der Pol im Scheitel der Parabel, so ist ^=59= 0; also geht 

dann (17.) in 

2rcMV -{-pün^v =: 

Sber, oder, wenn man x = roosr, y^srüat setzt, in 

-■ = r[(-f)-'l- 

Die Fdspunctencnrro der Parabel aus dem Scheitel ist demnach eme Cis- 
aoide, und zwar hat sie die Leitlinie der Parabel zur Asymptote« Liegt 

dag^eo der Pol im Brennpuncte der Parabel, so ist r =s und ^ = — ^. 

Für diese Werthe geht (17.) in 

rcosp =: — ^ 

nber; d. h. die Fudpunctenconre der Parabel aus dem Brennpuncte fallt mit 
ihrer Asymptote und der Tangente im Scheitel zusammen« 

Es ist nun die Fubpunctencurre der Parabel zu quadriren« Beaeicb» 
net man den lohalt, ohne einstweilen auf die Grenzen Rncksicht zn neb- 

meo, durch F, so wird für ^ = a: 

+ ^^^i^8in'r + ^l«ogr + «irlogco«r, 
19. « + | = 2«, » = 2y 



9. Wolf, über die Pt{/tpunctmcurven der Linien zweittn Grad«»* 93 

20. F =s (<F*— 2a*+y)» + ^^^=^8in2p+24pyMn'ir 

•\'^tangv -^ 7 ay log cot V, 

Die BestimiuaDg der Grenzen bangt offenbar , wenn der Pol außerhalb 
der Parabel liegt, von der Lage der Tangenten ob, die man von ihm aus 
an die Parabel sieben kann. Bezeichnet 9 den Winkel der aber der Ab> 
sossen • Axe liegenden Tangente mit dieser Axe und 0' den der untern 
Tangente zugebfirenden Winkel, so hat man, abgesehen von der Lage di^ 
ser Winkel, 

2L tangtf = V'(y*-^ai2x^a))^y » **°8^' == V"(r«+«{2"x -«))+/' 

und b Bezug auf diese Werthe von 6 und 6' ist der Inhalt i$ der Sohleife: 

/•90«-«' r*dv L /^* *-*dv 

^*=y "2 — '■y ~2~ 

C f.+« 

22. / — 2«r(oo«»'Ö— oos'90 + y(oolg9 + cotg9')— 2<irlog^ 
== («'— 2ajr+y»)(T— 9— 9') + (x+Ä)/(y« + «(2JF~«)) 

Der Inhalt des von r beim Beschreiben der unendlichen Aeste durchlau- 
fenen Raumes ist analog: 

— _ ^Iziz! (»In 2 9 + sin 2 90 + (jp'->2 «« + rO (9 + 90 

23, / +2«j-(oos*9— cos'90--|-*(cotg9+ootg90— fl'tangijr 

=5 (*»— 2ajp+yO(9+90— («+a/"(r'+«(2a:— «))— «'tangia- 

Da aber taog|;r = oo ist, so ist auch dieser Raum T uoendlioh grofs und 
kanu daher kein weiteres Interesse haben» Es zeigte sich aber, dals die 
FufspuDCteoGurveo der Parabel immer eine io Bezug auf den Pol conslant 
liegende Asymptote hat« Stellt man sieb daher vor, der Radius* vector r 
beschreibe vom Pole aus diese Gerade, so durcblSuft er hiebei offenbar 



04 9. Wolf^ über die Fu/spuncteneurven der Linien zweiten Grades* 

den Raum 

T' = — o'tangiT, 

welcher ebenfalls unendlich grob ist. Die Yergleichung dieser R8ume T 
und jy zeigt, dafs ihre Differenz eine endliche Grölse ist« Es scheint da- 
her z weokmSlsig 9 dem den unendlichen Aesten zugehörenden Räume den 
Raum zwischen ihnen und ihrer Asymptote zu substituiren« Die For-- 
mein (23.) und (24.) geben für ihn den Ausdruck 

25. V = ~(a?*— 2iifl?+>^)(9+fl0+(*+fl)ir(y*+«(2a?— a)) 

-2aylog2l±li+§v:^^ 

^ » ay («»4"J' ) 

Summirt man endlich die Rfiume fi^ und V, mit Hinsicht auf den Gegen- 
satz ihrer Lage, so geht für den Gesammt- Inhalt der emfache Ausdruck 

26. F = ar'^2ax+f)7r 

hervor. Es ist leicht zu sehen, dals dieser Ausdruck sdne Gültigkeit be- 
hält, wenn auch der Pol innerhalb der Parabel liegt. Das Minimum des 
Raumes F hat, zufolge der bekannten Regel , für jp ss a und y =s statt, 
nemlich wenn der Pol im Durchschnittspunote der Leitlinie der Parabel 
mit ihrer Haupt -Axe liegt; und zwar ist es dann 

Der Ausdruck (26.) giebt zugleich Mittel an die Hand, den Ort des Poles 
zu bestimmen, dem ein bestimmter Raum F entspricht. Denn setzt man 

in (26.) a? = 2~> >* = — "o" ^^^ ^'^ X^ die Coordinaten des Poles in 

Bezug auf den Scheitel ausdrScken), so wird 

und diese Gleichung bezeichnet offenbar einen Kreis, dessen Centrum in 
dem obigen Minimumspuncte liegt und dessen Radius r durch 

27. r* = 4(^+«'«") «= -{F—f) 

ausgedruckt wird. Der Ort des den Raum F erzeugenden Poles ist dem- 
nach dieser Kreis. Hieraus hat man auch statt (26.) den Ausdruck 

28. F = r+ ^, 

dessen geometrische Bedeutung leicht zu erkennen ist. 
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h 4. 

Ist endlich e >* 1 ^ so gehört die Gleichung (!•) einer Hyperbel an. 
Die Formeln fiir die Fufiponctencurve stimmen in diesem Falle natSrlioh 
wieder mit denen bei der Ellipse Sberein; nur ist zu bemerken , dafs liir 
die Hyperbel die grofse Axe und das Quadrat der kleinen Axe n^tiy 
sind; d. h. man hat jetzt fiir die Fubpunctencnrve die Gleichung 

29. r*— 2ra + a*—Q*co8*r+b'sin'ü = 0, 
wo der Kurze wegen 

30. a = (|— ö) oost> + V ™^- 
Verlegt man den Pol in den Mittelpunct der Hyperbel ^ so geht (29.) in 

r^ s3 a' cos^r — b* sin^ v 
über und stellt eine sohleifeniSrmige Curye dar, die (ur a =s b, oder fiir die 
gleichseitige Hyperbel, zu der in der Geschichte der Mathematik so merk- 
würdigen, yon Jacob BemoülÜ zuerst betrachteten Lenmiscate wird ; denn 

die zugehorende Gleichung 

r* s=s a^cosSt? 

ist der einfache Polar - Ausdruck der Lemniscate« 

Behufs der Quadratur bat man, analog (U*): 

31 / z * o 

, ^fusint; a*+*** • i** — «* «• sin* vi 

±^^^^'-'-2^\o^(U'^a£W%v)^ -|-con8t.j 

wo a und ß die Coordinaten des Mittelpuncts der Hyperbel sind und der 

Kürze wegen 

32. u^ = a' cos^ü — b^ sin'ü 

ist» Summirt man nun wieder die beiden vom Radius -veotor beschriebe- 
nen Räume, so wird 

33. jP == — ^^ ^ r — aßsin^t;-! ^-^-^^ — sm2r. 

Um den ganzen Inhalt zu bekommen, ist hier offenbar zwischen den 
Grenzen und (p zu integriren; wo (p dem Winkel der kleinen Axe mit 
der Asymptote gleich ist, so dafs 

34. (p =3 arctang-Jj 
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und dies Resultat ist noch su Terdoppelo. Es ist demnaoh 

35. F = (a'-b')<?) + a6 + (a'+ß')^-*ß;j^+(«'-ß')ir^,. 

Das Minimum von F gebärt offenbar su dem Punote (assO, ßs=0)| 
d« h. £um Nittelpunote, so dafs derselbe 

ist 9 und man bat lar F aucb den Ausdruck 

Soll der Ort des Poles gesucbt werden , dem ein bestimmter Inhalt F 
entspricht, so bat man (36.) nur in Bezug auf die Variabein a^ ß als 
Gleichung der Ortscurve zu betrachten. Untersucht man diese Gleichung 
nach den Formeln des in f« !• angefahrten Aufsatzes , so findet man, 
dab sie zu einer Ellipse gehört, die mit der Hyperbel ooncentrisch ist; 
bezeichnet man überdies die Axen dieser Ellipse durch a' und h* und den 
Winkel der groben Axe mit der Abscisseo - Axe durch /x, so ergiebt sich 

Das VerhSItnils der Axen ist demnach yon F unabhängig, d. b» es sind 
alle Orts -Ellipsen ähnlich« 
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10. 



De transformatiooe inte^ralis // V/. , ^^?t^ — rrr. 

® JJ vQttBL V — sin* <p 008* yp) 



(Auclore Haedenkomp, Hamm. Giustpli.) 



Integrale duplex indefinitum 

1 /• /• Btpdvf 

*• JJ V(tin» y — sin» y cos* y) 

per simplicem transformationein hujus formae 
ad fbrmam 

/r dvdg/ 



V"(l — C03* y — cp8* 9 — cos* qf''^2€OBr cos^ cos^/) 

reTOcare licet« Ex aequatione enim 
proTeDit 



, . eonr cos 



coay cosy^ — cosy 
eooy --«cooy eos^^ 
• I m «' ir(co§* »/ T- cos* q>) 

^ cosy — cosqpcosfp' ' 

^ COSir«— COSy COSf}' ^ ' 



quibus valoribus in formulam (!•) substitutisi nanoiscimur formam integralis 
eDundatain 

•/•/ VCsin^y — sin^ycosV) 

_ f f dg>dq>' ^ ffAlJjfL. 

JJ V"(l — cos* V — cos* y — cos*^p' + 2cosy cosy cosy') yy A(9, y')' 

ubi per A((Pi<PO expressio sub radicall compendii causa aignifioeturo 
Per seoundam transformationem hujusmodi: 

I oos^' = A: cos« A(ft', u') + Ä' sin w' A (Ä, w) , 

ubi **=co8Hv, Ä'' — sin'iv 

A(ft,ii) == /(l-Ä^cos*w), A(*^teO = v^(l— ^''siVttO, 

CreUt'i lonriua d. M. Bd. XX. HU. 2. 13 
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6t 

S(hd(b' 2kk^nnutwu' du ^k/ 

*^ ^ ~ A{,k,u).A{k;u') 

et 

A((p,^') = 2kk'imuomu'f 

qua sabstitutione facta, variabilia id integral! -^^ — ^ separata sunt« atque 
integrale propositam in hoo abire videmus 

ubi F(k,u)y Fljf, u) rplito more integralia elliptica primae speoiei signifioant, 
quorum moduli k et K Collegimus igitur integrale ^7 ^^^.^, ^-si^ cos» aO 

esse prodaotum integralium ellipticdruiD primae speciei| quorum moduli alter 
alterius compiemeDtum. 

Id transrormatioDera in (3«) adhibitam hac rafione pervenire potes. 
Expressionem 

1 — cos' V — cos*^ — 008^0' + 3cos V costp cos^' 
ut notam est, in hos factores resolvere licet : 

gin it±±±l) sin (^±^) sin (?1±^') sin (r-^^-^^ 
vel etiam 

Posito jam 

integrale duplex 

in hoc abire videmus 

^ ff hxhx' ^ 

JJ /"((Ä* — cos* a:)(&'^ — sio» x') ' 

quo in integral! fluit ex substitutione 

oosjr = Arcostf^ sino? = A:'sinu' 
traosformatio supra (3.) adbibita. 

Inveniy generalioris formae integrale duplex indeiinitum. 

f C d{p dijf cos2n(p 
JJ y^(sin* V — sin* y cos* ^) ' 

si n numeros quicunque integer ^ ad produetum integrab'um ellipticorum 
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primae et secundae speoiei revocari posaei ita quidem ut' easdem ul supra 
traoaformatiooes adhibeas» 

EteDim quod 
facile inveottur 

•/•/ V^(8in* r — 8111 * (p C4)8* 1//) 

r f dxdx^co%2nxcQs2nx^ _ /T 3x ga?^ 8in2wa?8in2w3?^ 

Altera pars integralis duplioig: 

g, p r dxdx' B\n2nx mn2nx' 

^* yy K((fe* — co8^:r)(ik'* — 8io*:p')) 

est algebraica 5 quae uoaoum A (^^ ^0 = vel etiam pro limitibus Ipso« 
rum u et u^: et ^tt^ evanescit Qua parte iotegralis hoo looo objeotai 
naociscimur igitur 

/ y* dipdyß cos2n<p . f fM%2nxBu /* eon2nx^ dx^ 

JJ V^(8iu* s^ — 8ia» 9) C88* V^) ""y A(ä:,m) y A(A:',i«0 * 

Quod co82nj? et oo82n;c^ seoundum pares dignitates ipsorum oosir et 
sioti' evolyi poMaot^ integrale 

/ dxw^2nx 

est 9 ut ex integraUbus eHipticis eonstat, functio linearis ipsorum E(k,u)^ 
F{h, u) et integrale 

JJ A(fc',uO 
eodem modo funotio linearis ipsorum E{k',ü) et F{k'yU^. Est igitur 
integrale 

JJ ■/'(8ijl* V — 8in« 9» C88* %lf) 

productum duorum integralium ellipticorum primae et secundae apeciei. 

Si integraha F{k,u), E{k',u')^ F{k\u'), E{k,u) inter hmites 
et ^T sumimusy pars algebraica (5.) evanescit, et nanciscimuri posito it =0; 

/r^ — _ = F(&)F(&o, 

»/y V (810* V — BItt* ^ cos* W) \ / \ /J 

= (F(Ä) — 2 £ (Ä)) . (F(ÄO — 2 ß (*')) , 

13* 
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nas2} 

f /viJZ'y^X^y.) = (J)'t8co.viZI(*)+(i-.4oasv)F(*)]. 

[8co8vJB?(*0— (l+4oo8v)F(*')] 
eto. eto. 

Posito pro casu spedliali vss^^^ integralia abeunt 
Per substitiiliooein 



Blair 



COSy s= -r — 008^ 



propoiituiD integrale in lioo traiiBinutare lioet: 

f f Bq> a^ 



quod ut ad formaiti JJ l>,^J^^u)A{Ji',u') ^^^^^^^9 primum ponendam ert: 

deinde subititatio (3.) adiiibenda. 

Hamm in Gueatph« Mens. Aprilb 1839« 
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11. 

Ueber den innem Grund der Erscheinung^ der 

Aberration des Lichtes. 

( Von Hern Fraherra v. Forsiner, Königl. Preob. Hanptmaiuie »i Beriin. ) 



Uafb die Enoheinuiig der Aberration ihren Grund in der Bewegung der 
Erde^ verbunden mit der^ eine angehhare Zeit erfordernden Bewegung des 
Lichtes hat^ steht fest; doch scheint es, dafs selbst in den besten astro- 
nomischen SchriAen der innere Grund für das Resultat jener combinirten 
Bewegung, nemliohs für die Wahrnehmung der Ablenkung des Lichtes 
der Gestune von der wahren Richtung, nicht überzeugend disrgethan 
wird# *^ Ohne hier in eine Critik der Beweise fiir die Aberration, wie 
sie in den astronomischen Werken gegeben werden und daselbst nach- 
zulesen sind, einzugehen; mag nachstehende Darstellung vergönnt sein« 

Es sei SO (Fig« 2«) die wahre Richtung des Lichtes von einem Sterne 
(oder der Sonne) S, nach welcher Richtung ein in Ö ruhendes Auge den 
Licht -Eindruck empfängt« Ferner sei JUB die Richtung der Bewegung der 
Erde um die Sonne, und EO sei der Weg der Erde während einer Zeit« 
Einheit, LO aber der Weg des Lichtes während derselben Zeit- Einheit; 
90 ist bekanntlich EO:LO:=siilO 186; die Zeit -Einheit sei eine Secunde 
oder eine viel kleinere, so dals BO als gerade Linie anzusehen ist« — * 
Bis hier ist der Gang unserer Darstellung fast ganz der in den meisten 
astronomischen Werken« — • Nun stelle man sich einen Körper vor, in 
welchen das Licht andringen kann, welcher in demselben Augenblicke 
voA E in ankommt, in welchem das Lichttheilchen von L nach ge- 
langt i dann ist nach den ersten Gronden der i^emen Bewegungslehre (nach 
dem Satze vom Parallelogramme der Bewegung) ^ wenn man OFss OB 
und OQcsLO (in der Verlängerung von SO) macht, FG der Weg des 
Lichtes in der nächsten Zeit^Binheif in Jenem das Licht einlassenden 
KCrperf denn da beide Bewegungen (des Lichtes und der Erde, letztere in 
der vorausgesetzten A^/em^nZteit- Einheit) gMchfiSrmg sind, so ist der Weg 
FG geradtimgt^ -— Jener Körper aber ist unser Auge; in diesem ist also, 
in der auch noch so klein angenommenen Zeit -Einheit, der Weg des Lichtes 
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der nach der Riohtung FG; daher wir oach der Richtuog GFH den Lioht« 
Eindruck 9 d, h. nach FH zu den Stern vergetzen« Wie lUein jene ZeiU 
Einheit fSr den Weg des Lichtes in unserm Auge, d.h. von der Hornhaut 
bis zur Netzhaut auch sei (deren Grüfse leicht zu berechnen ist| wenn die 
oben erwähnte Dimension mit 40 000 Meilen^ als Weg des Lichtes in der 8e« 
cunde^ verglichen wird) : die erwähnte JSic^Hjr des Licht- EindruckeSi nur 
vom Verhältnisse von OFzu O&und dem Wiakel FOff abhängend^ wird im« 
mer die wahre Richtung für den Weg des Lichtes im Auge sein. Da aber 
die oben erwähnte so kleine Zeit (geringer ab der millionste Thdi einer 
Secuode) aufser unserer Wahrnehmung bleibti so können wir OK parallel 
mit FU, als Richtung des Licht-Eindruckes in 0, statt des von FU in F setzen« 
Die Berechnung des Winkels FOG, noch abhängend von der Richtung 
der Bewegung der Erde gegcb die Lage des Sterns (oder der Sonne)| und 
die hiervon nunmehr abhängende Gröfse der Aberration /^SOK, ist die 
in den astronomischen Schriften nachzulesende* — Dafs demnach die 
Wahrnehmung der Aberration von dem Wege des Lichte in uneerm 
Auge abhängt, wird nicht durch die Kleinheit der hierzu erforder- 
lichen Zeit in Zweifel gezogen werden können , weil es hierbei nur auf 
einen momentanen Eindruck ankommt^ zumal wenn man den Zustand der 
neueren Optik hiermit vergleicht. Was aber fSr die Optik selbst 
folgt| wenn jener innere Grund für die Wahrnehmung der Aberration an« 
erkannt wird| läfst sich leichter ahnen als hier schon darstellen« — 
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Theorie der Modular- Functionen und der Modular- 

Integrale. 

(Ton Herro Dr. Gudermann su Mnoster. ) 

(FoHietnag der Abbandlang No. 1. im Isten, No. 10. Im 2ten, No. 15. im Sten, No. 21. im 4t6n Hefte 
des acbtzebnten, No. 2. im Isten, No. 8. im 2teny No. 12. im 3ten Hefte des neonzebten und No. 9. 

im If ten Hefte dieses Bandes.) 



i. 175. 

Rriben lor die Logarilbmea der Modnlar-FnnctioDeuy welche nach deo Cosinos der Yielfachen 

▼on fju Dttd ^^H fortftf breiten. 

Uen Forniela(8.) §. 170. gemäfii erhalt man Tdr die naturlicheu Logaritln 
men der cjklischen Modular - Fuootioiien des Argumentes u und seines 
Complementes K — u die folgenden Reihen, welche aus den Reiben (It) 
bis (5#) §• 174« blofs durch die Subtraotion gefunden werden : 

!• logsnti 

~*°ß\ Vk ) 1 •®m2iy'Ä"^ 3 •©in6j7'Ä 5 '(SinlOiy'Ä '•••• 

2« log snc u 

— ^^iXiTlJ em2^ *• 6in69^Ä~*' ©inlO^'Ä ^* SinlV« 

3- logonii = log(^5^— 

(^^iir/u p« go<4iy^u p^ go86iy^M p^ go^Siy^ u 

^ • ©iniy'Ä 2 • goWry'Ä 3 ' ®in3)y'Ä 4 * go«4iy'/f * * * ^» 

4. log cnc ti = log (2 y(p . -^ @in tj'ti) 

^ go82y^M , p^ goM>/ii p« 5oö6^ , g^ go^Vfi , 

^^•©11)7'« + 2 • gü52i7'Ä ~ 'Wi • ©mä7//C "^ 4 •goS4i/iSC +•-•> 



• • •• 



II = logl j 



• •••! 



104 12. Gudtrmannt Theorie der Mod.-Funet, und der Mod.- InUgr, (.176. 

6. log doo K = log (2 ^(p k') ^ci fi'v) 
"""•6o«iy'Ä '*' 2 '6o<2i}'iC 3 'doÜij'K "*" 4 '60149'JC *"•» 

y, l0gta««l0g^-.-£^-^ j+;,._-^ + ^._^ + ^._j^4.„.., 

^ ,. 1 / 1 \ ^60625'« p* goS4i;^u p* (M(iK*u . 

Diese Reihen convergiren desto rascher ^ je weniger der Modul von JSinB 

verschieden ist« Reihen^ welche desto rascher convergireDy je weniger der 

Modul von Null verschieden ist^ werden aus den Reihen (6») fp 174. her- 

geleiteti nämlich 

0« log sn u 

10« logsneu 

1 f^i/9 ^\ ^ co82i»ni , g» cos4i7u g* cwBfm . g* eosSnu . 

11« logcnii GS 

12« log cncu s=s 
U.g(2)/(f)..i»,.)-,.^, + ^.,^- ^.|S^ + f ^-+ 

13« logdnli 
1 /"LZ-L. ^ co^Siyu I 2 cos 6y i< ^^ 2 co8 lOt/M ^^ 2 coa 14i7u j^ , 
= log^Ä + T'6tn27K^ + 3 •©tn6i;K' T" T-®inlO,iÄ' T"7*©lril4,Ä' +•'••' 

14* log dncu 

- - , / 2^ co82iyii ^^ 2^ co6 6i;k 2^ coslOiyii ^^ 2^ C08t4iyy 

_ log / Ä — j •ei„27iSC' 3 •®m6i7Ä< 5 '©inlOiyÄ' 7 'emMyÄ' 

-- , . I /tangi7u\ 2g* cos 2171/ 2g* co86]7tt 2g* • coslOi^ii 

15. iogtD = iog^-^.»p-; — r-@sj2^/'^-r-©üj6^/ — 6 -ehiio^Ä' 



• •••( 



• ••• 



• ••• 



--. , . , /cotf;i/\ , 2g* co92i;ii , 2g* C086rM , 2g*® ooslOfJu , 

16. logtno^log^-^) +-t-.@iH2^, + -t--©IH6^ + -t-'6!nr^+ 

Aus den letzten Formeln erhält man^ indem «^ = oder u^sK genommen 

und i^-'j^s^t' gesetzt wird, noch die folgenden particulären Resultate 

14 4 4 4 

17. logp- = SiH2;; + 3®ln6u"*"5®lniat;+76tal4jJ+''** 



h 2 e"^ 2 tf^^** 2 e""^" 2 e'^*' 

18. log^ = log4-^»+gjj^ + 2-c5«2S + 3®i3^ + 4SÖ64U + * — 
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• • • 



Die letzten fanf Reihen oonvergiren immer rasch , da der Annahme ge- 
mälfl V^^TT ist« 

Setzt man io der Formel (17«) statt des Moduls k den nSobst grö- 
Isereni dem $• 168« gemaTs^ so hat man in der Reihe 

9^ statt ^ mid jT— statt Ar' zu setzen^ wodurch man erhSIt: 

Setzen Irir noch ^1 statt ^, also dem $• 167« gemäfs —, statt Ar und A:ssin9| 
so ist 

Die Torstebendeo beiden Reihen können wie folgt einfacher dargestellt 

werden : 

J 1 1 1 

1 1 * 1 1 

23. i^ = OoTJ^SaDSSt; +ö(5o45tf "raoSTi; +~*^* 

Hiernach können also aus der Grölse n=si;r*-^ die Quadranten K^ K* 

und die Moduln k und A:'^ wie auch ae arc sm (k) bequem berechnet 
werden. 

Soll umgekehrt r aus dem Modul k berechnet werden, so dient 
dazu die im §• 57« gefundene Formel 

V - logi. = log (i^ + ilog^ + *>og=i + Alog^ + 



• • •• 



%. 176« 

Beihea lis die erstes DifferesxiaUYeriifiltuisae der DatSrücbeo Logarithmeo der Modnlar* 

Functionen des Argnnienfes u, 

Differenziirt man die vorhin entwickelten Reihen (I.) bis (8.), in- 
dem man u als verSuderlich betrachtet^ so erhält man die Formeln: 

CreOe^s JoorDSl d. M. Bd. XX. Hft.2« 14 



itrmann, TK«orie Jir JHo4.*Fi«ef. «nil tfcr2fo<L«£ifiyr. §*i7fii> 
* 'J • ®in29'Ä "»" ^'J • ©inöiy'Ä + *1 • ©iiöÖi/Ä + *•» • ©InWi^Ä T^*"*» 

5 sang 1) 1« + J 11 ;». Qj„ ^y ^ + -i i| ;». g^,2^,jj +-«»)/». gUj5^ 

1 *«"81 «—2.') P'Qoiti'j^ +-''> ^ '6otö9'£ 

deren Convergenz desto mcfaer ist, je weniger der Modul A; von Ehn 
abweicht. Die Formeln (9.) bis (16.) $. 175. geben: 



5# ArantisDOti 

«. — i— 

snn.sucu 



7. *'.-— ii-=>j cot MI 

,A «neu _i_«. I n « 8in2«H « . •«n4«u i^«^^ >in6«tt 

5 . slnSyii , 

i«„ 8ml4i;ii , 
+ **''-®nä4p>^""» 
19 1__ _ 2? 4, A«,! gin2y« , . . öaGiju , 4 w »■°tO»?M • 
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§. 177. 

Rciheo iur Vt^t-, wenn i riae von den FDoclionen vacu^ cnu ond doti hU 

Nach §. 32. a. ist 

, ,/dnK — cnu j .^ i — i/dnu + cnu 

daher ist 

CD^^u »dnu + cni* "" • l+encw* 



Ferner i9t 8niii= r iJ.^^ ""^^ sno^^iiss: i/ ^T^^ » wnd hieraus folgt 
Aus den Formeln •"i^==ri^^ ^^^ ^^^^^^^^^tEt^ setzen wir 



zusammen : 



Asniii.ancitt« Vr+d^« 

Werden diese drei Formeln benutzt , und setzt man in den Reihen (I.) 
tiis (6.) %, 176. noch \u fdr u, so erhält man 

I j. ,/ i+gncii _ 2i/ . / a e\ntfu _yi„/„8 ®tn3i?^" —4«'»» ®«»^y'" 

*• *^*'i=^H51i — 6in^''*^''*©in29'ir *'"' * ©in6<7'JE: *'''' 'eiHiö^ — •» 

, ty |/ l--spctt _^„^ gJn y^M .,, e\nZf)'u , . , ginSy ^u , > , ©m7q^« 






4. 



- , Wt-dnu _ / ».„. 2:;«_ 2«'» ^'"'?'" 4- 2«'»» ®'"'^^'" ^2«V ®''"^^" 



Anf gleiche Weise erbült man aus (7.) bis (12.) $. 176. die Reihen 

14* 
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7. k'.f^^^n cot^ 

' 1— sno u ' 2 



'QoiijK' 



wn4iyu 
Sc?4^ 
1 8in2i|;i( 



9tu»» »"^^^* 



2<}/. 



• • • • 



Q 2./ i /t— SPCtt 4.Aoit«^ o%iit *"'y^ j-0*,/.« sip2ytt r,^ . rin3iyir 



9« 



1-^cnti 



+ ^W*-65J4^/— + ••••! 



1/1= 



sittiyii 



.^ Biii2i7ii 



ttn3iyM 



cnu 






v + 



# • • • 



10. 



f^ 









2ii/ ^ 



11. ib. VI 



t — dnu 






• • • • 






• • • • 



Es ist nicht zu übersehen, dals 



l^&Ss^ ** taDg(ia-+|amoii), 



— snci« 






cncu 



— COM 



taDg|amfi> 






•^ l-f- cnc u ^ » ^ 

^l^ = cotJ«.(*(K-„),i), 



41- 



.+4«-:=«">B*>°'(*('^-'ir) 

uod dab also die vorstehenden zwölf Reihen auch zur bequemen Berech« 
nuDg der Amplituden dienen» Die hier noch fehlenden Reihen finden sich 
in S« 180. 1 uod in Beziehung auf sie fugen ii?ir noch die Formeln 

i/1#S = '"s(1'+*-(*"'t). 



y i i r zthnt €r A h s c h n i t t. §. 17S. 109 

fi^. = •«s(i»-l«.(*(K-«), 4)) 

binsu. 

* ' ■ • 

Entvidielaiig der ModalarrFoncüonett der Alimente u nnd K-^u in Rnben, wdclte aAch 
. Potoazial-FBoctioneii der Yielfiicheii tm ^u nid q'w fottscbratei» 

Es ist 

^|/l+cn« , ^^ und ll/}±55if 1.^1/1=^ ferner 

Diesen Formeln gemSIs lassen sich die Reihen (1.) bis (6.) $• 177« auch 
ifrie folgt darstellen : 

meu^ tau ©imy'u*^ 1 — p* 1— p** 1— p** 



••••I 



1 _ 85V®!«5^ j 8y^p< gittSy^ii , Sy^p'^ginSi/u . 



enoM Ulli 1 — p* • 1 — p** * Jt— p 

woraus man durch Addition und Subtraotion erbSIt: 

Ferner geben die Reihen 
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durch Addition 



•••• 



Durch Subtraotion erhalt man dieseihe Reihe for ; — • wie vorhin« 

Setzt man in den gefundenen Reihen u -(- iK^ statt m, ao verwandelt aidi 
5= — m — r— , rr- m — r- und — - inAsnti; daher haben wur noebf 



'••••< 



ene u an u 

weil sich f\'u in i}'ti4'i^^ verwandelt^ die drei Reihen 

6. Ä SD « = »)' ^angi)'« — j^ 6in2i)'«+ j^ @m4i)'tt— lÄ! ein6ri'u+ — .«. 

Setzt man wieder e^''*=sxf so kann die erste Reibe auch aho dargeBteUt 
werden : 

1 •• 

und da 07 in — übergeht, wenn K — u (5r u gesetzt wird, so hat man 

cau 



1-p» X» T^ 1+P» * ^i+F ^ l+pi» + 

2f;^p» ^ 2Vp* , 2i7'p"«» 

1-i.nt *^ i_L„» «^ ?x;,rr5 — 



• • • • 



• • •• 



i+p» * i+p» * i+p 

Substituirt man die Reihe 
und bedenkt I dab 

^«)pap l^p,, — il^pi« > u. ». w. 

ist) so hat man 

Ganz eben so verwandeln sich die Reihen (2.) und (3.) in 



• ••• 



• ••• 




n e r X €hnt e r A h $ c h n ii U $. 179. Hl 



und subgtituirt man noob u+iK^ (ur u, abo ^if + i^^* ^^ ^^^> ^ ^^^ 
wandeln sich diese drei Reihen in 

10. Acne« = ^@lnV«~i^@m3i,'«+i|^. SinSfi'u 

•Tertauacht man in dm vorstehenden Reihen die beiden oonjagirten Moduln, 
also auch p und q, i) und rff indem man zugleich ui statt « setzt, so er- 
hSIt man Reihen fSr die cykliacben Modular- Functionen des Argumentes u, 
welche nach oyklisohen Potenzial -Functionen der Vielfachen von tjU fort« 
Bohrttten. 

i» 179. 

UdMirichÜiche Zosanmenslellaiijp der einfacbstmi Reihen for die cjUiicbeB Modular« 

Fnactioneii. 

Die vorhin entwickelten Formeln geben folgende übersichtliche Zup 
aammenstellung : 

1. Kmu — ^uj^ -t- ©53^ + ©i„6,;Ä' T" &m7t]K* + * * * *> 

^ . 2yC05i;w 2>;co>3ytt , 2tiC095 i]u 2i] eos7iju , 

^ H sncu =» @j„^js^/ — ©IHä^is:' "T- ©inö^JC' "" ©Üi^iC + — ••••» 

4. «snc«-.!]— gpgjj^'i: "*" ao«4;?'Ä "" Qoi^n'K "*" ao88??'Ä 
^* mu -" S^ +''''^*6lnqi:' +''''»• ©iHs^ +'^W- ©inSi?*:' + 

A ^ ^ _| O _ COSt?K n ^ 0083?M , „ j C08 5l?M j^ 

• i / , 2i}'Qoi2tj^u . 2ti'(ioiAn'u , 2i?^6rt6i/tt . 



•• ««^ 



• ••# 



• •• • 



^ 



'••••y 



• • •! 
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j. - 2 <7C<MHfi« j^ 2iy.co83f?w j 2ty eMi5t?M _i_ 2»? <o»7iyw , 

iA z. M _ S^rtn^u 2«? tan Ztju . 2t} rin biju 2i? rin7 ^?ii , , 

10. « cno» — g^^ — ao>39£? '^' <Jo«3^ "■ I^Jf + — ••••» 

12. *cnc«-.-^j^-^^ SoSS^'X +"e3?5^ 'aoi7ti*K ^ •••^» 

**• am"" Qottj'K "*" 6o83»?'JS: "*" doiSv'K "*" 6o«7i?'Ä "^^ 

-w , , 2»eo«2Mu , 2m eos4«M ^^ 2q eos6nu , 2Moos8iitt . 

IT. dn««>J + ife-^+-^i^ + ^556^+^S^ + -"*» 

_ _ _ __ 2»? eois2i ju j^ 2i;cog 4^?ii 2>;co86 i?tt _, 2i?cog8 ^?w j^ 

18. doo« "-»)-- -0552^- + -g5j4^;^-- 6^56^^ i--g^j85Ä^ ^••••* 

<.<<i/A A . A^ Kn2»u , n . 8in4Nu „ .' tui6t7u 

o„^ rin8i;u 

«9 1./!-^ 2i?*gin^*u , 2iy^g{n3^^M , 2iy^®{n5»? ^« , 2ii'&n7ri'u , 

2cJ. /c.tn« elH^TJ-^ 6ln3i7'Ä + ©in5i7'K + 6in7>,'JS: +"*'» 

Zusatz. Aus den vorstehendan Reihen erbalt man, wenn wieder 
4-7. -^ssr gesetzt wd, for «s=0 und « = £ die folgenden particuh 
lären Rdhen t 



25. ^ — i^V + Q^i2^-^^S^v'^^öi6v'^QÖi6l'^"")* 



.^.■«■H 



yitrzehnter J b 8 c h n i t t. §. 180, 113 

28. *.Ä=iy(g~-+^-5^4-g_- + ^gjj^ + ,...), 

29. Ar'.K Ä^T^l—gjjj^ + gjj^ — gjj^^ + gjj^ — +....), 

$. 180. 

Reiben ifir y—-^ ^eoa t eine tob den Modular-Fonctioneo aau, ksau, ksscu, cbcm 

Bod docu ist. 

Es ist 
W.f^^ =-^4.Ä'tnii und A'Yfe^ ^ -^ -Iftnu, 

wi — g^^ Qi,^ I *■ ••ri^snM CDU ^ 

*'J^i=r£v = dncii + ftoncti uod k'.f^^ « dnou-*cno«, 
*'-»^r*S^ =di»ti +*cn« und Ä'.l/*2^ = da« -/fecn«, 
Wl+^c«^_jl_ ^ und l/*^£2£ü «= -1. -*/tn», 

' i—iaeu siicii'^onu " »l+dnc« snow isnu 

Daher erhSU man die gesuchten Reiben leioht durch eine Zusammensetzung 
ans den Tor^en Reiben , nämUoh: 

"T ©in 1 V j: '•'•"•* 

**• '**'l+suu~ ei»i2iy'i: "l ein 67' A^ •" ©inlOij'i: 

■T ein litj'K '^""* 

• f^T /t+*M'« _ VgoV(iC-f«) Vgo<3y^(J5:+»i) . V6o85»y^(g+«) 
*• '^•ri-jkan«"" ein2j7'Ä" einG^f^ "'" ©tnlOi^'Jt 

6inl4;,'JS: + ' 

CrcUe's lonrml d. M. Bd. XX. Hft. 2. 15 



• •••4 
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•• ^''l+fcBnit einVJK: emQtt'K •" einlO^'JC 

ein IVA 

- |i^,/ l+it«ic« _ 2i7> , Vp«go8iy^M Vp»gitf3i/u , Vp">goWi/« , 

^* *^* ri— ftsneu "" goiiy'« T" «in2i7'Ä- einöij'JS: "*" ©JniOfl'iT "*"••*•' 

^ , , , /!-->: Bncu __ ygoBi/ti V go<3T;^M , hf'Qiiibifu Afi'(ixX7i^u . 

'*• * • r i+jfcgncu ~~ 6in2j;'jr ©Inö^iC T" ©inlOiy'i: ©tnlVÄ^ "* •"•' 

- ,/ t-fcncu _ / , 2^^@inyu , 2j/go»2iy^M . 2<y^gin3^;^M , 2ig^goi4w'u 
^* i^l-cncu"'' ■*" 2)mifK "*" g««29'jr "** ©ln3i7'JS: "*" go«4ij'>C 

, 2 i/®tw5iy'tt j 
+ 6Jn5,'iC +"••' 
ft i/ l— cnc« _ , 2ti'e>\ntfu , 2a/go82i7^M 2i/g{n3i?^« . 2ti'&fAii'u 
*** t'l+cncu""'' ©{niy'JS: "'" go«29'JC ©inS^'Ä^ "*" goeVÄ 

jv «. i/l+dnc«— / I 2</go>i7^B , 2y^go<2i/B j 2</go»3i/u , 2>>^go64i?*u , 

''• *•' l-dno«""'' '*" doiifK "^ go«2iy'j: "** go«3ij'/C '^" goSViT "•"•••' 

lA f. i/ < — dncu _ , 2i/go8i;^« , 2ygo<2y^i« 2i/ge<3i/u , 2i/go<4v^tt , 

»"• '^•l'l+dncu"''"" go«VJC "*" (iotöifK Qoi3i}'K "^ goMi/iC "^ 

Ganz eben »o erbfilt man Reiben für dieselben zehn WurzelgrSlsen, 

welche nach Potenzial - Functionen des Arcus i)« und seiner Vielfachen 

fortschreiten. Dieselben Resultate findet man aber schon dadurch, dafi 

man in den Formein (7.) bis (12.) §, 177. K — u statt u, also |7— >|« 

statt i)t( setzt. Daher geben wir nur noch die folgenden Reiben an: 

II h* i/ ^'f'**"C" _ X 2^ coatju . 2tyoo82i>;w . 2i;cos3y< , 2y C084i7u , 

II. «^•ri_ikgnc«~"*'T Q9ii)l^' '•■ go82i;JSC' "^ SoM^iC' ■*" go84i;Ä^' '♦'•—* 

15 i' i/ l— ifcgncti __ iijeoniju . 2iy cos2i|y» __ 2yco83yM , 2i;cos4iyM , 

* *• * • r 1+ ik gnc « "" 'J "" gofi^ü:' ■*" go82j7iS:' gÖ83^ "•" 1084^ ^•"* 

Zusatz. Es ist nach €. 32. fl. ]/r-r — - = " ' . " « also 

' ' 1-f-sncu cn4;u ' 

l-sn« _ cn(ig+ii«) 

1-^snu ea{iK—iu)* 

■ Ji—ksneu |/ l— t i-j-tsn'JM , | /1— ftsn« ___ l—tsn^-asnc-^w 

»'l+tsncH "" »1+**1— tsn'i« 'l+Äsnij "~ l+isnittsnci«» 

|/ 1— cnt« SDJM I i/ l — cnew ___ |/8n(4_K-- jju) 

*'l+cn«~'snciu» "'*** ' l+cnc«"" '«0(1«+^«)» 

Hiernach können die vorigen Entwicklungen auch noch auf eine andere 
Art dargestellt werden. 



f; 



Vierzehnter Abschnitt §. 181, I15 

' §• 181« 

B«ihea für die Quadrate der Modular^Fünedones« ' 

Nach $.179. Formel (1.) ist 
daher ist 

und da 

2sin(2a+l)))iisin(2ß + l)ijtt » co82(0~a)i)tt— oos2(a + ß+l)ijii, 
80 ist 

~^^'^ (l-g4a^(;t_^-K) cos2(a+ß+l)qti, 
und es hat folglich die Reihe die Form 

i 2 3 n 

**8n'ti = )j*(ii+-4cos2i)ii+ilcos4i}ti+4cos6))ti + ....+iioos2iiiju + ....). 
Der CoeiBcient A entsteht aus dem ersten Theile der vorigen Reihe, wenn 
man ß s a setzt. Es ist 

also 

Zu dem CoeiBcienten Jl 'flieisen drei Haupttheile zusammen , da n ss 
+ (ß' — 0O9 » = — (ß— a)«a— ß und ns=a + ß+l hinkann; da aber 
C082(ß — a))]fi SS cos2(a-^ß)i]fi ist, 90 sind die beiden ersten Theile 
gleich« Es sei 

80 ist der Coeffioient A s= 2P-^Jf* Es kann />, da in ihm ß = it + a 
ist) 80 dargestellt werden: 

;-.. , *^— •^^l__^^.^)(l_J«-4.-a)• 

' 15 * 
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Der Ausdruck für P ist ebe unendlidie Reihe; der Ausdruck für ist 
geschlossener^ da in — 4a -«2 positiv sein muCi« Es ist 

also 
oder 

P - I£L is ^\ s ^""*'^' \ 

Läfst man nun die sich aufbebenden Glieder weg^ so erhält man den ge- 
schlossenen Ausdruck 

p — 8g^" i g^ 4 9' . q'' I g^"^^ l 

Ferner ist 

1_ g4a+2 + 1_ g4«-4a-2 i" * (1~ ^+2) (1— g4«-»^+2)» 

und also 



(1— g4a+2)(l_j4ii+4a+2j 1— . g*» U— g^+^ 

Zerlegt man hienach jedes von den n Gliedern des Ausdrucks Q^ so er- 
hält man 

V i_j4« t |_j4i« U— g* ~ 1— g« ^ 1— g»« • • • • T" i_j#ii^2/j 

es ist mithin 



Multiplicirt man die Reihe für A^'sn^H mit du und integrirt auf beiden 
Seiten so, dafs das Integral für t^=sO verschwindet ^ so erhalt man, da 
nach $.64« f WHU^u.du^u — elu ist, die Reihe 

tt-elii = ^»)'ii + ^8in2i]ti+^sln4»|ti+^sin6ijti + .... , 

und wird hierin u=:K, also e\u=^E gesetzt ^ so föllt der periodische 
Theil der Reihe weg und es bleibt blols 

also 



Es ist mitbin 
* K 



(\n)* f 2 , 2 2 X 
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_ la »«1 — i i? 4<7*co«2i;w 8y* co»4i7« ^ _ 12y' cesByu 

16iy* cosSy» , 

6m8,Ä' ••••' *•*** 

9 j 3«f.— ^ t 4i7*co»2<yw | 8y*cos4iyw . 12>;»co86yu , 16iy* cosSiyH j 

* ™""~"ä+ ©m2yJiC' "*" ®Jn4»;Ä' ■*" ©ine^K' "*" ©inSiyÄ' +••••* 

? A««.n«tf— ^ Ff« I 4<?«co82yi< , 8>/«cos4ytt . 12y«co»6yu 

"1" ©inSiyÄ' T""'*' 

« ju ^ f jB , 4»;* C092)yM 8»;* coB4yK , i2tj* cos6i;« 

*• «^«no^w — »— ^T- efn2»;K' ©in4iyüC' "•■ ©inöiyÄ' 

"" ©in8,Ä' "*- — •—' 
- •» j ^ 4>y*eo82jy« . 8<;*ros4<;ii 12iy*cos6yt < , 16>?*co88i;b . 

A fc'«« *>«_ -^ ^/i 4iy*co82yK j 8^*co94iyM 12i;* cosSiyK 
O. « cno «-— — « — @j„2i7Ä' T" ©in4,K' "" 0m6,K' 

j^ 16>y*co88i;M | 

+ @in8,K' + "•• 

Zusatz. Erhebt man die Reibe (0.) §. 179. zum Quadrate, so er- 

bSlt man fnr das von u unabhängige Anfangsglied die Reibe: 

g jfc/« _ „»/ 2 . 2 , 2 \ 

Erbebt man die Reibe (17.) $. 179. zum Quadrate, so findet man 
Setzt man also nieder ^t.-j^ssv, so bat man 

7. K(JC-ß) = (iT)^(g|^;+gj;^ + gj;~^ 
Werden die beiden Gleichungen (7.) und (8.) addirt, so erhält man 

in ta g-g — zi^Na f 8go<2t; , 8go<6p , 8go>10t; , 8go8i4v , \ 

10. Ä-.A — »^;-ieuF2;;''"©nn^+©in»io»"*"ein»i4v'*"*"*r 

Weiter ist, wenn (8.) von (9.) subtrabirt wird, 

11. ff'''^*^ii^)^^-~öSir„-\- ö^^r2i—JS^t3y'\- öi^ 

Aus (10.) vnd (11.) erhält man endlich durch Addition: 
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also 

$. 182. 
Nach $. 62. ist 

— — = k^svru -^ — und — r" = — Aron^ti ä — . 

Es ist ferner 

^ log sn u ^___ cimdnu ^^^ . , onu 

du ""^ snu ""^ 'cnctt 
also 

gMogsnu _ Ty^ A^?^ oos2yu f. ^ n cosiyu -19^2^3 ^os6»ii 

Wird diese Reihe von der vorhin für ft^sn^ti gefundenen subtrahirt, so 

entsteht 

I 1 .^ M £ I iy* ^ 2 , cos gyn ^ 2^ oos4yii 

^* sn»u ~ * Ä"^sin*7a *^ ^•©in29Ä' ^^ ^•©in4i7K' 

Esist 

___ d log caw ■ gpM 

du """ sncM 
also ist 

_ 3* logen« y' . ^■■»- co»2ffl« I Q^t,a cos V +12«»fl» ^'"^'^" + 

Wird von dieser Reihe die Reihe (3.) §.181. subtrahirt, so entsteht 

Es können diese beiden Reihen auch also dargestellt werden: 

* 8 ~ -^ I *>* «1*,«» g082y« o , . eoai^u . „ , « coa6q« 

_ s= — -5 4. ?* -l.A«fl» cos 2?« o , . C084i;tt , . „ , » cog6?» , 



« • •# ^ 



n er zehnter Abeohnitt §.183. HO 



woraus erhellet, dals die eine Reike in die andere iibergeht, wenn JT— u 
statt u gesetzt wird. 

Yertausoht man in den beiden Reihen 

1^1 y* I jyft^ cos2yii p . . co84yi# 

die beiden oonjugirten Moduln mit einander , indem man tit statt u setst, 
so erhält man die beiden Reihen 

• °"^'* — ^ üc/T- ein 29'/: ein4,'Ä: "*" ©ine^'Ä: 

welche desto rascher oonvergiren, je mehr sich der Modul k der Ein- 
heit nähert« 

i. 183. 

Reiben für das Modalar-Iotq^ral du der eraten Art, welche oacfa Functionen der Vielfachen 
von fpi and ifu fortschreiten. Ausdruck der Modniar-Logarithnien durch die 

Hiilfs- Functionen. 

Multiplicirt man die Reihe (2.) f 181« mit du, so erhalt man 
durch Integration die Reihe 

1. elii== |.ii + ^!lj2^+.g^ 

4 a1«*«#— I? ^ •^ _i- 2fiB\n2tju 2i^n^iju ^^2flB\n6nu 2iy8in8i;ti _^ 
»• eicw— Ä- ^11 + ©i„2^^,- @i„4^jf, + en;6^'""©in8,JC' + •- 

Integrirt man die mit dti multipharte Reihe (5.) §. 182*9 so erhält man 

und integrirt man die mit — d tf ss d (JiC— «) multiplicirte Reihe (4.) 
§. 182., 80 entsteht die Reihe 
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4. do» = E-(l_^)«_2,'.|^+2,'.^-2<.^ 

+ '"' • ein Vä:""*" * • • * 

Multiplioitt man die Reihe (1.) mit Bit, and integrirt, so entsteht 

I E u* , j cog2>?u . C084>;m , eog6»?tt . cosßtju 

vaau — ^.^-t-A ®in2»?Zi: *'@mir,K' *'®in6i;Ä' ** ©11181?«:'' *"*• 

wenn man die Constante der Integration durch A bezeichnet. Da nadi 

§. 174. 

ist 9 80 ist Im 11 ^jF'T'l"^ — log^ + log Hl ti. Setzt maD| um die Con- 
stante zu bestimmen 9 fi = o^ so hat man Im o=po^ log01o = \og^k', 
also o Ä -4 — log^ + log ^k^j folglich 

5. Im« = ^.i^ + *^8(^)- 

Wird in dieser Formel K — u statt u gesetzt, so hat man, da Ul(K—ti) 
^Gltiist, 

6. Imoti = \EK-Eu + 1 . ^ii« + log (^). 
Wird die Reihe (3.) mit Bu multiplioirt, so giebt die Integration 

und da nach $. 174. 

, p« 6o»6<7^H , 

"•"T'eine^'üc *"•••• 

ist| so iflt 

Im« = ll-(log2/»^;') + (l-|J)-y + >og55r«. 

Setzt man, um die Coostante B zu bestimmen » « = o, so hat man, da 
^Vo=z^hf ist, die Gleichung o = B — Iog(2//» + log/'^; folglich ist 

Setzen wir auch in dieser Formel K — u Vit u, w ist ^V(JK. — u) ss 
«■»'<*«->. er«, also 

logQ5l'(Ä-tt) = i)'(iÄ:--i/) + log®l'a = |^,(Ä-iiy-^.+log(2ttS 



Viertthnter AhtehniiU %. 184. 121 

fblgliob 

Imotf - ^1— -_j.— j— +--- g -__ + Iog^. 

^ ^^' 2^C^'^7"^A^ — ^' ^ reduoirt sich die Formel auf 

oder endlidi auf 

8. ,„«. = f_B.« + (i_|).-^ + ,.g(«^). 

Zusatz. Die Formel (7.) wurde hergeleitet | ohne die Relation 

^+^— ls^l=r^ anzuwenden; wir können aber diese bei Herleitung 

der Formel (8.) angewandte Relation daraus herleiteui indem wir ussK 
setzen» Dadurch entsteht 

Da aber nach $• 73* ^^ 

ImJiC = Y^+ logl/^ und fdVK = ^ 
ist, so ist 

und folelioh 

» ,1?' 4 ff 

■jf + S7 — 1 = jifiF • 
f. 184. 

Die DifftNosial« der acht HnIf«.Fiiaetw«eB. 

Differeozürt man die Formeln- (5.) und (6.) $* 183. , so erbSlt man 

eltt = -y.t»+-^^ 
und 

Ä-eloii « ^.tt+— !_-; 

daher itt räckwSrts: 

il^»e]«- 4« und 

du iL 

ilJS^== fi-elctt-l-.t«. 

Differendirt man aber die Logsrithmen der Gleichungen (d.) {. 171 «^ so 
erhiU man 

Cr«1le^ Joofntl d. Kl. fid.XX. Hit. 2. 16 
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d log AI u ^_ fllogHlM , X:^cnfi ^_^ gloyGlii , sncii 

du *^* dii ~ cncM "" du * snu ' 

dloeBlu dloglllu nnu dIoeGIri , A:'cnoii 

du du sncu du ' cnu ' 

du du 

Werden diese Werthe benutzt^ so hat man die iier Formeln 

• dlogAIu . . E ^^ , h'cnu ^ ,^^, B ^^ , sncu . 

du ii cncu K * Büu ' 

dMogAlu _ E^ 1_ 

du^ "" Ä tn*u^ 
.. dIogBIu ,^, Ä^, »nu 1^ .^^^ £^^ Fcncu • 

2« — § — s=s ein— -^u — — — ■ = üä — eioii =rii — , also 

du K sncu K cnu ' 

dMogBlu E 1 

5^» K tnc*tt* 

3, ^l2§^^au^^u — k'nnunnou=^E^e\QU^4^, also 

du /i A '^ 

*• ^^^§~^ = «»« — f « = U— eloM— Jtf + A'snti snctt, also 

du* it ■ 

Oifferenziirt man die Formeln (7.) und (8.) §• ISS.^ so erhSIt man 

Differenziirt man ferner die Logarithmen der Gleichungen (8.) §. 170«| so 
hat man 

d logTfF u ^ dlogJBt^u I A:^cnM dlog®(^u , bdcu 

du *^ du "^ eoc u """ du ' an u ' 

dlog^I^u ^^ dloySSt^u enu ölog®I'u <:^cncu 

du *^ CM Rocu du cnu ' 

dIogSr'u dlogJBI'u u ^, 

- — 5 3= — ^ Arsntisnoti« 

cu du 

Daher haben wir folgende Ausdrücke der DifferenziaU Verhältnisse ^ar 
Logarithmen der hyperbolischen Hiilfs- Functionen: 

du \ Äv ' cncu \ Äv ■ snu ' 

6. iii^' = el«-(l-f)i« = iZ?-elcfi~(l-§)ti + *'sna8not«, 
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7. ^iJ|^ = eIa-(l-§)tt^*'sBti.BO« = Ä~eIctt~(l^Dt«, 

du \ Av sncu > Av eau ' 

lind hieraus folgen die zweiten Differenzial-TerbSUnisse 

$. 185. 

Bio&cfaer Zasanunenhani^ der cjklischeo HüIb-FaBctiooea Bit den auf den cvnjagirCen Modal 

bczogeneo bjperboliscbeB, 

Da nach $. 170» und 171, 
ist, so ist 

TiVu __ Alu 
iBl'u ^ HIm' 

Eben 80 ist 

i^l'u _ Blj« , ®K« Gl« 

«l'« "" Hl« """ »Cm "* Hl«' 

Piese drei Gleichungen lassen sieh aber zu der einzigen zusammenfassen t 

'• AI« "" Hl» ™ Bl« ~" GJm* 
Sind) der gefundenen Gleichung gemäüS) die vier Verhältnisse einander 
gleipbi so braucht nur noch der Werth eines dieser Yerhältaisse gefunden 
zu werden. Da nach §. 183. 

lmu = ^.-5. + Iog(^ 

und auoh 

ist, so geben die beiden Ausdrücke die Gleichung 
oder 

welche sich, da "^"^ID — ^ '^ 2EW "**' *"^ *'*® dnfachere 

nv^ , 851' M 

V = log 



AKK' ^ Hl« 

16« 
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oder 







^^. und 1^ « 4F»* 

Vertauscht man in diesen Gleichungen die conjugirten Modoln mit dnander^ 
indem man fit statt tf setzte so rerwandelt sich die erste Gleichung in die 
dritte und die dritte in die erste; die zweite Gleichuog verwandelt sicA 
wieder in sich selbst » und dasselbe gilt von der vierten Gleichung« Die 
vorstehenden Gleichungen können auch also dargestellt werden: 

Al(iii) = i.^^'.AVu, Gl (tri) = *^.Gl'ii, 

B\(ut) = ^'.nVu, Hl(iii) = ^^\Wu. 
Sie drucken nun au8| wie cjklische Hulfs» Functionen des rein imaginSren 
Argumentes tit auf cyklische Hiilfs- Functionen des reellen Argumentes u 
mit dem conjugirten Modul zuräckgefahrt werden können« 

h 186« 

Andere DmfeDaog der Fadoren der aoendlieheo Prodnde, wodarch die qrkliecheii oad 

byperboliscben Hulfs-Fanctieoen ausgedruckt werdeo. 

Setzt man in der Gleichuog (3.) $« 171« das Argument Usso, so 
hat man^ da Bloss /'k üt, die Gleichung 

7^= 2/•y.(l+/)^(l+^)^(l+flr«)^...; 

und wird hierdurch die Gleichung (3.) seibat dividirt^ so entsteht 

Es iit 

Werden eben so die übrigen Factoren umgeformt, so erhält man 
.. AI» = ^*.«»^. (,_5i^S^)(,_^^,)(.-^^)(,_j~.^,)„., 

».BI« = /».e«^.(l-J^,)(.-,ij^^)(i-g^)(l_gi;^).... 

Setzt man in der Reibe (4.) $. 171. das Argument usso, so hat man» 
da Giosl ist, 

4- = a+9')'(i+/)'(i+r)'—-. 



ntrxthHttrAbaohnitt, §.186. 125 

also 

^•'"' (i+«*;* (TPg«)' ' (i4-?-i« 

Da aber ^ \^^^.;. ^^ = 1— tfcf^ = ^- cIIfIf »*» "* *'*»*'* 
man durch «ine 8bnliohe Umformung der übrigen Faotoren das Produot 

und also 

J^ niM_/t gos'yw N/« coa'yw \/, cos'iyH V, cos*«?« \ 

Setzt man in der Reibe (4.) $• 171. ussK, so hat man, da GIlCs ^hf 
ist^ 

^« (l-^'(l-/)'(l-r)'.. .. 
also 

«, ^./ l+2^«cog2ya+g* 14-2g*eo«2yu+g" l+2y'*cos2yw4-g "» 

w« — /Ä. — ^in^Tyi (i-j.). (1- gl 0)1 — •••» 

Da aber *+2g*co»2y»4-g* __ i . 47*cos« yu _. | , ttm^fju . . . «.. 

man durch eine Shnüohe Umformung der übrigen Factoren das Produot 

5.GI. = /*'.0+^,X'+®^-FXt+^^-)('f^^.)-- 

und 

a.Hi« = ^*'.(i+|=;|J,)(i+^^)(i+^5^)(.+^iJ,).... 

IMe Produote (1.) und (2.) lassen sich auf ähnliche Art noch anders darstellen. 
Nach $. 109. ist a' =: )/^^ und nach $. 172. ist /= l^j^^: folg- 
lich ist «'•^'=|^- Da aber 

yi^» _ g >^p,gi„n/„ a-2p*ge»2g^w+p«)(l-2p«6oi2g^«+p'*).... 
«».j' "^ '^ ' (t— p*)*.(l — p*)'.... 

ist) so ist 

«wi/« — nhh'\ ®'"'g'" t— 2p*go«2o^«« + p« 1— 2p*g<X2V«+p'« 

ai « — ^ijcH),—, (i_p4)i • (i:i^r '*••* 

folglich 

AI»,, «s /^/i-fc/A »"y" 1— 2p«co«2ytt + qt« 1— 2q*cog2yM-f-g«« 

AI tf BS »rC««';- — ^ ' (1=5^)5 • (1-,»)» • • • V 

oder auch 
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Aus den Formeln (h) bis (8.) ergeben sich durch das bekannte Yerfiahren 
die Producte Hir die bypi^rboUscben Hülfs^Functionent 

§• 187. 

Da AliKsBI^iS: und GIl£=HllJSr ist, so gelangen wir noch 
zu einer neuen Umformung der unendlichen Producte, indem wir ti =: ^ K 
setzen« Ist zur Abkärzung 

a = Al(^ü:) = BiaÄ) und ß = (i\{\K)^m{\K), 
so erhalten wir, da i)ti=: j^^, also 2)}ti = |^^ ist, wenn uz=z:^K genom- 
men wird, 

^ « ^2^(l+^)(l+/'')(l+y")(l+^)..., upd 
Dividirt man hierdurch die Gleichungen (2.) bis (5.) §• 17L| so erhSIt man 

Ah* -^ . 1— 2g*cos2yi/+g * 1— 2<7» cos 2iyf i + g^* 1— 2£»*C082^«+9»* 

— = v2.8inr)ii. — ^^^1 — ^. — ^^— ^- qr^n 

oder 

AI rr\ • .. /i cos2i7?i\/^ coß2;;ii\/| CO821711 \ 

Die Factoren dieser Producte convergireu auft rasoheste gegen die Greiue 
Eins. Eben so erhält man noch 

-,, « ^i_i_ goa2iyi/ \/, , eoB2 i}u\(^ , eos2yw \ 

ui« — P A ^"T" S0021; Ä'A*"'"6JiT77"FA*'reo8 10 1; «'/••••'» 

Es bleibt nur noch die Bestimmung von a und ß übrig. Nach For« 
mel (5.) §. 183. ist \m\K^ \EK-\- log 5i(^ = ^EK-\. log^ j und 

nach 5. 73. ist \m\K^\EK-\-\og^{^^; also ist 

= ^rh'. ]/^ oder ß = V'(4^' • /*') . 
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Da Alti==/*A:.8nfi.Hlti ist^ so ist a= }fk.%n^K.ß. Da aber sn^JS^ 
Werden diese Werthe substitiiirt^ so habeo wir die Produote: 

^ V^QoiihjK')""* 

Tertausoben v^ir lo diesrn Formeln die beiden conjugirten Moduln, und 
setzen wir ui statt u, so erbalteo wir noch 

sa'«=^({i-*).2/*).ei„,'«.(«-i^(i-||i^(i-|5^5x) 

©•'"-i/(^'-^*)('+I^)0+Si)0+^^) 

Da nun bekanntlich 

dciA + €oö fi = 2 <5öö ^i^ (Sog -i^ und 

bt) 80 kdnnen die obigen Produote auch also dargestellt werden: 
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5. a'.=^((i-»)2,r»)®n,'«.5ii«s:ag^5:£2i2 

.. got(3i?*g-h;Mgo»(3?^.K—ig*«) go«(VJi:-HM go*(Vg— y^w) 

> , gin i^K+ifu) ®tn ( VK— ig^u) gin (Sij'K-^u) gin (5i/X— ^u) 
^ igo«6i7'JSr • igoJlOiy'j: 

Hiernach lauen sich dieWertbe der hyperbolischen HaUs- Functionen sehr 

leicht mittelst der Logarithmen berechnen. 

Zusatz. Aus den vorstehenden Producten erhält man sofort 

9. snv = ^ 5ünj»|'f» . {tan^ (2i)'ir+ rfu).tan^(2ii'K—ii'u)] 

X {tang (4))'Ä + 1)'«) . $<in9 (4ij'JSl— ij'u)) 
X {iang (6 ti'K + 1)'«) . lang (6 ))'K--i}'tt)} .... 
10. sno« = ^.{tan9(ij'JSL+»|'«)Jan9(jj'Ä'— V«)) 

X {tan9(3i)'iSC+i|'«).$an9(3i)'JS:~))'«)} 
X {5an9(5i)'JS:+i)'ii).Jaiiä(5ij'Ä— <«)} .... 
und hiemach lassen sich sntf und snctf sehr bequem berechnen. 

Femer ist /^tnt> = teDgiit«( ^^^^ -^_^^^^^^;^ . g^^^^,^^^^ ....j. 
Nimmt man also auf beideo Seiten die natürlicheo Logarithmen und be- 
achtet, dafa logy^^^ssSlrcJang^— ) i«t, so hat mau 

Eben so findet man noch 

12. logdny = log/"*'+25(rc$an9(^g2|.) + 28(rctan9(^^) 
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• • • • 



Statt der Formeln (0#) und (10t) können auoh die beiden folgenden ge- 
nommen werden: 

14. loj«.« = log<Jj_2a«S.,,j(^)-S!(«l.»9(^) 

welche man erhSIt, wenn man In den beiden Formeln (IL) und (12«) ui 
für II setzte und die beiden eoojugirten Moduln mit eioander vertauscht. 
Die Formeln (00 bis (14.) sind wegen ihrer raschen Convergenz merkwürdig. 

$• 188. 

Eutwickdoog der artU Holfii-FonelioMn io Reiheo, welche nadi Petensial-paocliooeB des 

Terfielfaditeo Argnmentes forteclireiteq^ 

Es Mit nach $. 170. die Function 

®1^ = (1 + Qp^ doiQfi'u+p') (1 +2/ €o«2j)'ii+p»^ (1 +2/« €o«2Vti+/t^) .... 

ß 

Setzt man wieder ^'""ssx, also 2So62i]'tf ssjp^-f-x^, so ist 

Entwickelt maa das Product (l+pVXl+/'VXl+P^^^««*' nach steigenden 
Potenzen von x^^ so sind in der gefundenen Reihe alle Coefficienten po« 
«itiv^ und setzt man in ihr s^^ fSr x% so erhalt man eine ähnliche Reihe, 
welche nach Potenzen von xT^ fortschreitet | und das Product beider Rei- 
hen hat also die Form 

ist 

in welcher die unbekannten CoedScienten 0,0,0,0 etc., welche von x 



onabhuogig sind, zu ermitteln übrig bleiben. Man kann leicht eine Re« 
cursions-Formel zur Berechnung dieser Coefficienten ermitteln. Nach §. 173. 

bt @r(i/+2Ä:) = a*^«+^^'-*"\®l'iO wenn A. = 4^i gwe»«* wird; da aber 
(ii+2K)^— ti^ = 4iiJ8:+4iP, ÜM K(u+2Ky—Ku' = 2riXK+u), folglich 

^i^^^)'-^' = e"»'^. e^''-* =:^ ist, so ist 



X* 



CreOe^e lovmat d. M. Bd. XX. Hft. 2. 17 
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Setxt man o+2K statt u, «o Terwandelt aioh «aseV" in «;'<*. «V oder x 
m -^j daher ist 

11* 
und da y'.&V(u+2K)x=sx\®Vu sein soU, so ist 

1 I t » 

a + flx' + ^* + ^^ + ^^ •••• 

1 » 4 * 

Diese Gleichung inuls in eine Identität übergehen. Identificireu wir die 
beiden oberen Horizontal -Reihen^ und setzen also 

a = a.pf a s=s a./i , a = a.p^^^ a = n./^^^ u. s. \r« 
so und von selbst auch die beiden unteren Horizontal -Reihen und also 
die ganzen Reihen selbst identisch. Aus den gefundenen Gleichungen kön« 
nen die unbekannten Coefficienten , mit Ausnahme des ersten a, welchen 
jrir durdi ^(/^O bezeichnen wollen, weil er nur ron dem Modul k* ab- 
hängt, leicht berechnet werden. Wir erhalten durch Zusammensetzung: 

a = p'.(P(A:'), a = p\(f>(k% a = /^*^(p(^Ol « = P"- ?>(*'), u. s. w. 
Der allgemeine Ausdruck dieser Coefficienten ist 

Werden die gefundenen Werthe substituirt, so hat man 
oder 

Das allgemeine Gfied dieser Reibe ixt 2/7^.(£o£(n )}'«), wenn durch n eine 
gerade Zahl bezeichnet wird. Da (^Vin-^iK') sxSpVu ist, und vj'u sich 

in rfU'\-Y verwandelt, wenn u-j-iK^ statt u gesetzt wird, so erhalten 

wir noch 



• • • 
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Yortausohen wir in diesen Formdn die Mden ooi^ugirten Moduln mit ein« 
ander^ woduroh sieh (f>{k^ in ^(Ar) verwandelt^ und setzen wir ui statt u, 
so erhalten wir 

~^ 1 + 2/^*cos2 jjii + 2^aos4r^ii + 29*«oos6ijir + 2jf»*oos8ijii+...., 
'"" ^ 1 — 2y'co82t)ii + 2^co84i)ii— 2y*^co86i)ti + 2y»oos8ijii — 4.,... 



Setzen wir in diesen beiden Reiben usso, so erhalten wir 

^^=l~2y' + 2/-2f/»+2^-2^ + 2y»-+.... 
Durch Addition dieser beiden Gleichungen erhält man 

y^= l + 2/ + 2y« + 2y» + .... 
Dieselbe Rdhe findet man, wenn man in der Reihe rar -m ^ ftttt ^ 

setzt, und ako $. 168. gemfib den Modul i sweimal nadi einander ver« 
kteinerf. 

Setzen wir aber Jfe, a= JXF» •^•® ^^^14*'' '®'"®' ^~iXI? 

«as (}x7^'» «® *** "Äw ~ 9(*ö* ®®***®**"®" ^''' *ö «" «fcn Modttb 
iSr, kif ki gehörigen Modular- Quadranten mit Kf K^ K^, wie in $, SS«, 

«> ist Ä, = i±^.Ä und JK, =3 i±*i.Ä, = Ü^^.IC,, abo ir. 

Wird diese Gleichung mit der rorigen rerbunden) so eriiflt man 

Wird die Verkleinerung des Modub weiter fortgesetzt, so ist überhaupt 
^(k).\rKs^(b(^i^.Y'Ktrt und wird r grols genug genommen, sO bt Ar,^ 
= o, also iCj^sB fr, folgUcb ist P(k),V^Kir=z |>(o)./'4«r. Oa nun 

wird, so ist 

(P(Ä).vrÄ=:/iT oder ^(*)^j/^=/-i| und ^(ÄO = /"ii'. 

Biemacti i«t aUo 

17« 
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2. Vik'K) s /i3r.(l— 2^^+2^--2y»+2^— 2^+2^»— +.^-K-l)-.2«'**....), 

3. ^, = l+2/»'(£oß2»)'tt+2p»€oö4))'fi+2/»"€o«6i|'t<+2p»€o«8i)'i« 

+ 2/»» Sog lOi)'« + ...», 

4, |J^ =s 1— 2j»*€otf2ij'«+2/€c<4i)'«-2;»«€o«6i)'tt + 2;»»€og8Vtt 

— 2;»*' So« 101}'« + ...., 

5, ^ a= 14*27'oo82i}«+2/oos4t)tt+2y"co86i}ff + 2^'co88i)ti 

+ 2 ar** 008 10« « + ...., 

«. ^ a= 1— 2f'ooB2»i«+2^eo84i)ii— 2y"«086ijfi + 2^ooB8i)« 

— 2^008 10i)«4- — .... 
Zusatz. Aas deo Formeln (1.) und (2.) folgt durch Dimions 

»'^ l+25» + 2«« + 2g'« + 3j" + .... * 

Nimmt man statt des Moduls k, dem §• 168. gemSis, den nSdist grofseren, 

indem man Z*^ statt q setzt, so bat man jj-z tut K su setzen, und es 
ist also 

l/ l— t 1— 2g+ag«~2g*+2g" — I-.... 
'1+Jfe l+2g-|-2g*+2j»-i-25'» + .... * 

Setzt man nun A; =s sinO, und nimmt auf beiden Seiten die natSrliobea 
Logarithmen, so erbSIt man die merkwürdige Formel 

7 Pfto^ggarorin r 2g+2g«+2g"+2g"+2g«»+... . n 

7. Jfö OS -«*«roMnV.i+2j«+2j»«+22««+2j««+2a>«»+....>'' 

Setzt man aber noch -77 sssttangd statt A^ abo yt statt q^ so erhält man 

8. 9 — 2 aro tang Vt^.25*+2,'« + 2^»«+2g««+23f + ...> 

Diese Formel ist jedoch von der vorigen Itaum verschieden, da bekannt- 
lieh $ang|?9sstang^9 ist. 

%, 189. 

Die nach Functionen des vervielfachten Arcus f(u fortschreitenden 
Reihen far ^X'u und 2(1' tt lassen sich leicht aus den früheren herleiten. 
Nach $. 173. ist 

er' (Ä - tt) = c''*'-»'. 55r « , oder auch @l' (K—ii) =s ^ , ©l' «, 
folglich 



Vierzthnier Ahsohniit. §• 189. ]33 

Setzt man alier in dor Reibe 

wirklich K — u statt u, abo — statt ar^ so erhält man 



also 

et' 



^ « arir/i> ®'y^7"^ = p*^ +p*^ +p'^V +/^^ +.-.• 

oder 



Setzt man in dieser Reihe noch ti-j-iüC^ statt u, alfto ij^ii + ^Ti statt «j'tr^ 
und erbnert sich, dals nach §• 170« ^V^u-lj^iK) s& i.^Vu ist, so er- 
balt man 

2. S^ = 2/i*@ini)'ii~2p*®in3i)'u+2/>^@iu5Vii— 2p^@in7Vti + • 

y i] 

FSr die oylilisohen Functionen erbült man hieraus sogleich 

ni- l • W 40 Kl 

3. ^- = 2y*cosi|ti+2y^ cos3ijii+2^^cos5i|ii+2y^cos7)ju+29^ cos9i}U-{-'.. ••> 

4. A|L^ — 2y^siniiii-27-8in3i)ii+2/*%in5ijti— 2ynin7i|ti+2y^ — l-.^ 
Setzt man in der Reihe (3.) noch usso, so erhält man 

5. V(kK) = ^i5r.(2y*+2v'' + 2 y^+ 2^^ + 29^+...), also 

1 2S 49 8t 

Zusatz. Da s'=^]/^^^y »t, w ist ^z=:}/^^ «nJ also 

VV 1 

s' (i-p*)(i-p*)(i-p'*HA-i'")--..* 
Moltiplicirt man biermit die Gleichungen (3.) und (4.) $. 188. und die Glei- 

changeo (l.)uud(2.) $.189., so bat man, wenn man inr —7-, —7-» 

^-r^ » /^ die Werthe aus $. 170. , ferner -^ statt « setzt, die folgenden 
vier Gleichungen: 
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1.2VP' ©in w(l— 2/»*€o«2«+f>«)(l~2j/6o62i«-H»wXI—2/r»»^o«2«+;»") .... 

__ 2pTgin«— 2pT^Cin3u+2pTfgia5K--2pTCin7ii-f — .... 

— (l_p«)(l~p<«)(l-p")(l-p'«)... . » 

8. 2 /-/».(5og«Cl+2;»*eoö2«+;9«)(l+2/»«(5o«2«+f»'''Xt+2i»*^o^2«+p").... 

_ gpTgo>a+2p^6o83«+2pg6oJ5K-f2p^^go87w-t-.... 
(l-pf)(l~p»)(l~p«){l-p'«).... » 

9. (t+2/»'Soö2tt+/)(l+2;»«^o«2ii+^")(l + 2p'»(£o«2«+j»'°;.... 

_ l+2p'got2M+2p'^(So84w-f2p'8(5oa6M-f2p^'6og6i<4-.... 

— (1-p^) (1-p») (1-p") (1-p"») .... » 

10. (1^2/»'(Soö2tt+p*)(l— 2/'So«2ii+r")(l— 2;9'«Se$2fi+p*).-- • 

— l-2p''6c62»+2p«6o64«— 2p"6o<6m+2p"6o88m }-.... 

In welcheu p und « beliebige yon eioander unabhängige Gröisen sind, und 
wodureh eben bo viele allgemeine EntwM&elungs- Theoreme ausgedruckt 
werden. 

§. 190. 

Entwickeliing particniHror Formeln, vclchc sieb anf di« Htilfs-FBoctiooea betiebea. 

Es ist miK-^üjzzz Gl« und Glti=^ ^p^.Hltf; also ist EliK^u) 
= ^rp.tilu. Setzt man bierin ^JJC— n statt u, so erbSlt man Bl(^K+u) 

= ^!^^^— \Hl(i^Ä:-.iO. Da dn(iÄ— ii).dn(ili:+tt)=*' ist, so ist 









r\-. -u^^K-. 4 ^"f'* — ^) i'4'k^BnasncaBnbsHch . . j -^ • l j 

Da uberliaunt , , , .( s= 7-^?— r r — 7 ist, so reduoirt sieb das 

o1)ige Verbaitnilsy wenn man & = ti^ und 11= ^iC^ also sn0=sSDoacs 
, also Ar^soasncn = — -p- = l— .*' setzt, auf 

*^H!(^iSC — 1/; ~ '^l— (1— it'jsniisuctt* 

Nimmt man nun auf beiden Seifen die natäriiohen Logaiitbroeo, so er« 
hält man 



yterzthnttr Ahtehuiit. §. 190. 135 

Nach $. 183. ist 

log<8l'(iK + i») =s: logHI(lJS:+t«) + ^5iig;2)!, 

iumI wird hiervon die Gleichung 

logQJt'(iÄ-i») « logHICiüC-ii) + i^^^J^ 
sobtrahirt) so entsteht 

daher ist 

3. log VIfH-SJ) *= ^ + i a«$anö ((1~*0 »n « snc«) 
und 

Nach den Formeln (3.) §. 170« ist 

log^V üK+u) = Vw+»og0r(iK— II) 

und 

logQjrCiX—ti) = — ))'ti + log(3I'(lÄ: + ti); 

daher ist 

folgnoh 

5. Nl/H^f^ « -^ + i9Crf$au9((I~&0«n«sao«) und 

Es ist AI(Ä-tt)=Bltt und Bltt=^^^, also ist Al(JiC-») = ^^^p~;;. Altr, 

also AI (ig+ti) = /-Ag^ tn (i« +«). AI (\K-u) = ^^, t„|^/f _,,) • AI ( S K— »«), 
oder auch 

Zieht man auf bPiden Seiten die Quadratwurzel aus und nimmt die Lo- 
garithmen ^ so hat man nach Formel (22.) §. 37. 

Da aher sna =s snca ?s r iXjF ^'' *^ erhalten wur 
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also 

= l«rotang((l+*').a^;:;). 
Naoh f. 185. bt 

iogar'(iÄ+«) « 5^,.(iÄ+t«)»+iogAi(iJK:+f»). 

Hieraus folgt 
also ist 
und 

Da nach $. 170. log^l'(i£-f-ti) s i)'tf + 1og$('(i£-.if) ist, fo ist 

und also 
und 

In §• 187« wurden 8ohon die Werthe 

13. ^ * 

ermittelt« Setzen wir nun in den Formeln (2.) §. 185« das Argnomt 
if=s-^£y so erhalten wir 

»riüC =5= &ViK = /?. |/(l±i\ iT*') und 

Wir entwickeln nun der YoHstSndigkeit wegen auch noch die Difiarea« 
tiaU Verhältnisse der Logarithmen der Hiilfs - Functionen des Argumentes v 
fSr den besonderen Werth u ss \K. Ist tf s | JS^ so ist nach §• 00« eltf mt 
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elo vs |£ + — — p Setzen wir nun andi in den Formeb (1.) bb (4») $• 184« 
das ArgnmeDi «Bs|.JE'y m erfaalteo wir für tiss^JT.* 

auch in den Formeln (5.) bis (8.) §• 206« das Argument ff ss | K 



mtstehen 

wenn man beaehtet^ dab 1— j7 = 'k'^2E1^~ ä~ä ***• 

S« 101t 

*AUgeiii6me RelaÜoMn swisdMn im Hflüf-Fkuictioneo siehrdieiliger ArgmDaBto imd im 

Fmctionen der Tbeile* 

Im(a+6)+1m(a— 2) = 2Ima + 21m»+Iog(l— Ap'sn^asn'»). 
Substinuirt man die nadi Formel (5.) §• 183. bestimmten Wertbe der Mo- 
dnlar-Lo^uridmien in dieser Formell so erhält man 

und diese Gleidiung redueirt sieh auf 

SHl(a + *).Hl(a— ft) - "''^^"'\ (1— ^sn^gsn^^) oder 
Hl(ll + &).Hl(a— 6) = jp . 

Setast man in dieser Formel K — m statt a, so verwandelt sie sich zunSchst in 

fS](a+ b).Gl{a — *) « p • Substitulrt man hierin^ dem 

Zusätze zu §, 17L gemfilsi die Werthe EV6 = A^.GI'6+A.APft und 
BPa = k.GVa-^k'.kVa^ so erhSlt man die einbohere Formel 

CktD^t Joinial d. M. Bd.XX. Hft.2. 18 
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J 6l(a+*).Gl(«— i) = Gl'Ä.Gl'Ä-f-APn.Al«*, 

I Gl(a+*).GI(a-*) = GP«.Gl»*(l-|-|^onc*a.ono«6). 

Da lm(a+i) = (i-^).Ü±5)! + iog(»l^!l±*)) ut, so findet nun, yw 
die Formel (1.) gefunden wurde, noch 

Yertausoht man hierin die beiden oonjugirten Moduln mit einander, so ent- 
steht, srenn ai statt a und bi statt i gesetzt wird, 

Es kann diese Formel auch leioht aus der Formel (1.) hergeleitet wer«* 
den« Es ist nach $• 171« 

Bl(a+ft).BI(a— fc) k ^^ . rx , r\ cn»a cn«6— Jf» 8ii«a sn«& k ^ 
Hl(a-|*fr).IIl(a — 6) k' "" ^ ^ ^ ' 1— -1;^ an*« sn'fr fr' 

und auch 

5g^^j-3g^«^.cn^a.cn^*; 
also ist 

Bl (c -f *) ♦ Bl (g — t) Bl* • . Bl» ft ^ (1 — F« ta*ota«t) 
Hl (a 4- fr). Hl (a— 6) HI<a.Hl*fr' ib ' 1— »> Bn*a Mi*fr ' 

nnd wvd hiermit die Gleiohung (1.) multiplieirt, so erhält man die Formel (3.) 
Da Al(a-|-»).AI(a— »)s:A;sn(a + 6)8n(a~-&).Hl(a + »).HI(«— 6) 

»/±|!fl=fEl:^.Hl(a + 6).HI(a— i) ist, so erhält man, wenn diese 

Gleichung mit (I.) roultiplioirt wird, 

AI (a-f *). AI (Ä-i) = ™* "^"' * (* sn«a— Ä sn'i) oder 

4. J »1/ . 1.N AI/- I.N Al»a.HI»i— Al»6.Hl»a Al»a.BI«6— BI»a.Al»* 

*• < AI (a+>). AI («—*) = p =5= j 

= Al'a.Gr*— Al»t,Gl*Ä 

$. 192. 

"^Tir leiten nooh dnige allgemeinere Relationen her, auf folgende 
Weise. Es ist nach $. IS3. 

Ima + im( + Imc :=- ^.^ — i-^ ) +log — YiJl — » 
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also iit 

Ima 4- Im ^ + 1°> ^ 4" ^ (^ + ^ + 'O 

Addirt man femer die drei Gleichungen 

lm(«+ c) = jf • 2 •" ^''S i Vv ) » 

80 erhSlt man 

Im (a-^b)-^ Im (a-\'e) + lm(i+*) 

IVird von dieser Gleichung die obige subtrahirt^ so erhfilt man, der Glä- 
chung (10.) §. 73. gemSb, 

oder anoh 

m{a^b).m{a-{'C).m{b^e) 

= ^ ^ — s — *— '.(l-j-A 8na8nosnc.sn(a-|-o-|>c) und 

'• ^ Hl(a + 6),HI(a+c).HI(i4.<?) 

Hla.HI&.HIc.Hl(a4-fc4-c) + Ala.AI6.Alc.Al(a-ft-t-c) 

— y»jp . 

Ganz eben so leiten wir aus der Formel (7.) $. 183» die Gleichung 

*bV{a + *) . ^V(a + e) . <8l'(* + c) 

_ «!^Ll«fl»d^^(i±H-f).(i4.Ä'8n«sn*snüsn(« + ^+c)) 

ber, welche sioh| y^enn man die coojugirlen Moduln vertauscht und femer 
01 statt a, bi statt /^ und ei statt ^ setzt, in 

s ^ ' — y. ^ — *--^,(l + A:''tnÄtnitni?.fn(«4.i-j-c)) und 

*• ^ BI(Ä + *),BI(a+c).BI(* + £?) 

Bla.BI6.Blc.BI(a-|-6 + c)-|- Ala.AU.Alc.Al(a-f fr + c) 

vT 

18* 
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rerwandlelt« Die in den vorstehenden Gleichungen auf der rechten Seite 
befindlichen zweigliedrigen AusdrBcke lasten sich noch auf andere Art dar* 
atellen. Da nSmlich , der Formel (2.) f. 40» gemälst 

= v^ — j^onacnftonr.cn(a + J-f-c) 

ist, so erhalten wir, wenn die Nodular • Functionen durch die cjrklischen 
Hnlfs» Functionen ersetzt werden: 

Hla.HI».Hli;.Hi(a + » + c) + AIa.Äl».AIi;.Al(a+»+c) 
^ 1 es G\a.G\b.Gle.G\{a + b'{'e) — Bla.mb.Blc.Bl(a^b + e\ und 
' Bla.Bl».BU.Bl(a + ft + ^) + Alii.Alft.AIc.AI(a + 5 + o) 

= Gla.Glb.GU.Gl(a + b + c)'--ma.Elb.mc.m(a+b+c). 

Zu denselben Resultaten gelangt man aber auch| wenn man in der For- 
mel (1.) K—a statt üy K — b statt b und K — e statt c setzt. Die Glei- 
chung (2.) verwandelt sich aber wieder in sich selbst. 

Zusatz Setzt man in der Gleichung (3.) das Argument cssc^ 
80 hat xtiexk 
V^k .ma.mb.m{a^b) + ^k.BU.B\b.B\{a^b) =: Gla.Gl».6I(a + »). 

Beiiieii Ür die ejklischen and hjperboliscben Amplitodeoi welche oach Potenzial -Fanctiooes 

der TerTieUaditen Arcos fju and t^'u fortochreiteo. 

Integrirt man die mit du multiplicirte Reihe (17.) $• 179« , indem 
man sich erinnert | dals damusdnfi.dti ist, so erhält man 

1 mm ^ \ sin2f]u I . %isAiju ■ , sinGru . , sioSm . 

1. amii = »,ii + gj55^+i.gjj5p7 + i.^|jj^^ 
Wird hierin K — u statt u gesetzt , so verwandelt sich die Reihe in 

2. amcll-iT-1|tltg3j2^.-i-gJ^^ 

Multiplioirt man die Reihe (19.) $. 179. mit dti, so giebt die Integrationi 
wenn man sich erinnert, dais d /(P = g-^ ist, die Reihe 

7 *6iw7iy'iS:'' ^••••» 
und die Integration der Reihe (20.) §. 179. giebt 



FitrzthnterjtbschnilU. §. 193. 141 



- ®in9«A» . 



• ••• 



In der Reihe (3«) kann das Äufanggglied l(ri'u) auch nach der Formel 
l(ifu)ss^ir — arotang(*^*^ berechnet werden. 

Da 9iamu ss .JEif -=: — ^ iit, so erhält man durch die Intesratioa 

CDU anctt ^ 

der Reihe (6.) §. 179. 

' T'eiSW'^ — ..., also 

+ 7 •eliiT^-'"*'"" 
Die Reihe (8.) $, 179. giebt integrirt 

und die Integration der Reihe (7.) §. 179. giebt sunSchat 

Samo« = ooa8t.-Iog@.n,,'«~p^gJJ2?^-|-•c5i4fe- 3 -65^ 

Die Ermittelung der Gonstante erfordert eine besondere Untersuchung» 
Setzt man in der gefundenen Reihe K — u statt Uj so muls die Reihe (7.) 
henrorgehen« Es sei wieder e^'^:=x^ also 

Same« e «)n»t, + log;;3^~ P7j^t -T*4^ 

3 M+pi« 

lyird nun JE— II statt n gesetzt^ wodurch sich x in — verwandelti so er- 
halten wir 

«am» = oonsU + Tx^nä— fx:ä-9fe^^-äfeT 



• ••• 



l+p««> l+p« 2(l+p«) 3(l+p") 

l+p«""2(l+p») 3 (l+p»«) 



• • •• 



« • • • 



^^8fcrfe)'=loß(2/»*)+pV+^* + £^* + .... und ferner 
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steht die Reihe 

«ani« = con.t. + log(2p) + ,'« + ^|^ + i.^i^ + 

weiche mit (7«) fibereinstimmt, wenn const, =: — log(2;i) ist. Daher ha- 
ben wir 

"^ 4*®58^ 
Da cit(4r — amctf)s=s — ==:-- — und c^(iT — amw) =?= — — -— 

V» ' Bncu CUM ^* ' cncu 

isty 80 giebt die Integration der Reihe (13.) $• 170. 

A n/1 ^\ ckf \ t\ ^vnnu I 2a* sinSffii 2^^ sinSiitt 

+ 7 '6o97iyK'"" + ••••> 

2g' co«7yii 

~" 7 *Q»i7tiK* 
Die Integration der Rrahe (15.) $. 179. giebt 

und durch dasselbe Verfahren, trie bei Herleitung der Reihe (8.)^ Bndet 
man hieraus 

2p» 6o<5i;^w 

$. 194. 
Da dKBa\ku,-A^ssdxi\ku,-r^,kdus=kenu,Bu ist» so giebt di 
Integration der Reihe (9.) $• 179» 
13. am^Ä«, ^; ==i.___+|.__^^4.|.___ 

» cos7ifu j^ 
~*^-6i»7^'+~*"* 



'••♦ ♦ 
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Die Reih« (11.) $. 179. giebt 

, 2p' gfnTiy^a , 

und die Integration von (12.) in $. 179. giebt, wenn die Constante auf 
ihnliohe Art wie bei der Formel (8.) ermittelt wird, 

16, »mV*(^— «)ijt"/-*';~^'15«^+**ö5?3^ **c5«d^ 






« • • « 



Die Constante Ififst «di'liier auoh leicht dadurch bestimmen | dafa man 
uss JC aetat. 



*v 



\ 'J(;/ Jbcnu.du 



Da dieam(*«.i)=--^l-j^==^^^"=:*.no«.a« iit, 

cn^ltu,-) 

so erhält man 

_„ o ^i.« * N o *«»«« - sinSyw , , 8in5i7w 

17. «am^Ä«,i^; =2.g5j;2^-|.gj53^, + i.g5j5;^ 

18. ^am^*(X-^),Jj=2.g5Ji^ + ^^J5g^^-i.gjJJj;^ 

, . cob7^« . . 
in o ^(u<» *\ «/« 6in2y^tt , . 6in4i^M , ©tnÖVa 

Die Gonatante log ^ findet sicfh^ indem man ii ss £ setzt« 

Da afi(iT~am(ifc(JS:-«),l))=: ±1 l*£«!«£!Li!f 



iss -i^ s^^tntt.dtt ist, so findet sieh 
\ tncii ' 



an(*(iS:-«)l) 
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«(^«•-«»«(^(JSC- «),!)) 
Da «(iff-ain(A:(Ä-ti),l))= logj/}-±^ ist, ao erhSlt man 

I 

zur Bestimmung der Coustante C die GleichuDg 

-welche aber noch einÜMiher dargestellt iverdeti kann. Nach Formel (10.) 
§. 175. ist fdr « es o 

Setzt man hierin ff^ statt y> woduroh sich der Modul k in den kleineren 
•T-^p verwandelt^ so entsteht 

woraus zu ersebeui dab Csslog^ ist* Daher ist 

M. «(iT-«<*(jf-.). i)) = iog(5^) +^;^-f -|^ 

+ g* C08 6y« 9* cosSiyB j^ . 

3 *eo«6i»iSP~'4*ao«8i7K' + *"* "™ 

2^ cos 6 ly 11 j^ cosSytt 

Auberdem finden sich noch die Reiben 

Um zu beweisen I dafs in der Formel (23») die Constante aso ist^ dient 
die Gleichung 
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Die Reibe (24.) labt sich auch aus der Reihe (12.) $. 103. dadurch her- 
leiten, dab man ku rar u und — statt des Moduls k setzt. 

§. 195. 

Die cjklischea nnd iijpeiboIlBchen Awplitadeo dargcatellt »!• oneadliehe Reibea t6b Arcvi. 

D« 
ist, so erhalt man, weil j4r7 = v'— V° + «^"— y"»— w*» 



am« = riu-\-2q* s 

— 2^» s 

. H-a^'^s 

— 2y"s 



o2i]tf -ff^ sin4)]tt + l9' sin6>]ti.... 
n2i]ti + f7"sin4i}tf — i9'^sin6i]«.... 
n2))« 4- l^sin4i)tt + Jy^sinGijtt .... 
o2>|tt — |9'^sin4i]ti — !/'>>'> 6i)«.... 
u. s. w. 
einzelnen Horizontal - Reihen lassen sieh nach §. 56. des ersten Tbei- 
les Summiren. Es ist namentlich 

2y'8in2i,« + iy«sin4i)tt + 59«sin6,)tt.... = 2arctang(^'l^^, 

und also 

Die Reihe (L) formen wir noch um» Es iat 

g*8in2ii;tt 2g'siniyi4C08yii 2q^iMg^u 

1— j[*co82i7ii (1— g*)co8*^i«4-(l+5*)siii*i]/u 1— 5* +(! + ?*) lang* ^tt* 

Setzt man i_g«,^fi+fi'^)UDg^y>i = *^^^^ '^ ^' taog(J + tiii) « 

i^f.^^g^^«^^/» ^^»^^ = ««>t«°fi(^^)-^«- Äufgleiche 
Weise können auch die folgenden Glieder umgeformt werden, und es ist also 

amn ^ ,,ii + 2arctang(g^)--2arctang(^-^^^ 

— 2i]ti +2ijli 

Crelld*! Journ»! d, M. Bd. XX. Hft.2. 19 
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• ••• 
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Diese Reihe kann wie folgt dn^gestrllt werden: 



'•«••y 



• ••• 



wenn ± in — verwandelt wird, folls das letzte Glied der Rrnhe pcaitiv 
ist, hingegen ± in -|- 1 wenn das letcte Glied der Reiben welches io Rech« 
nung gezogen wird, negativ ist* Hiemaoh ISbt sich also am ff aus ff nocfaf 
bequemer berechnen, als nach der Reihe (1#) oder (2.)« 

Da 
am 11 ==/(i,'f/) + i^6inn%-5^^ 

ist; femer T^^s 4/1^ + 4;^« -)-4;i^+...«: so erhSlt man dorch Entwiche- 

luDg der einzelnen Glieder: 
am« «= liifu)'\-ip^emffu^ij^ 6in3V« + 4/»"6m5ij'« — + .... 

+ V6inij't« — ip»»@m3i)'« + */»'» @in5ji'i« — +.... 

+ 4pf&intfu^ip''einin'M-^iff^®in5ti'M 1-.... 

u. •• w. 

Da aber V@tnij'«— ^/»•@m3i}'«+||»*»@»n5ij'i«— fp"6tn7i)'« + ^ 

s2arotang(~^^ igt, so erbSlt man dureb Summation der eiaxdoeo 

Horizontal - Reihen : 

4. am« - /(V«) + 2arctang( «i^;^) + 2arotang(||^^) 

+ 2arctang(^||!^ + .... 
Da dem Zusätze zu i. 23. gemSfs 

/(2VX+V«)-/(2VliC-i,'«) = 2arot.ng(^||^ 

ist, so kann die vorige Reihe auch also dargestellt werden i 

5* amii =: 

Die Entwickelung der Reibe (4*) $• 193. giebt 
amcif = i^ — 4;> @mi)'ii + i/r* @in3)}^ti — |;i^ @m5i)'ii + - 

— 4;r^ einti'u + i;>" ©inSVii — i;^^ ©inS ^t« + — .... 

U« Sa W*> 



#••• 



• • • 



• • • 
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• •- • • 



und die 8uininati<m d«c «nzelnen HorizoutaUBeibeo gkht 
6. amo« c= ^» - 2arotang (^^) - 2 arotaDg (gjj^) 

Durch AnwenduDf; der LoDgitudiDal-Funotion luiiw diiH»e Reihe eiofaoher 
abo dargestellt werden s 

7p amoti SB 

i»-^/<i)'Ä+))'ti)-/(3VlC+t)'«)-/(5»)'Ä+))'fi)-/(7t,'^^ ... 

— /(i)'ä:— t|'ti) + Z(3ij'K— »j'ii) + l{5ri'K^ri'u) + /(7))'if— i,.'fi) ++...• 
Tprtausobt man in der Reihe (4#) die beiden conjugirten Mdduln uofi setzt 
t/l statt u, so entsteht 

und 

9. ««HC« = «{i»-,«) + janS.«9(ä^) + aa«I».9(j^,) 

+ 2a„S.n9(g^|2|,) + .... 
Durch dasselbe Verfahren verwandelt sich die Reibe (3.) in 

+ ««»«"9 (S^s) - + ••••' 
und m Beziehung auf das Vorzeichen ± gilt dieselbe Bemerkung, wie bei 
der Formel (3t). Es ist übrigens auch 

Stellen wir die Reihe (8.) $. 103. entwickelt also dar: 

i amou = log (5^-) - 2;»* €o<2i,'«- %^(5o«4„'« - ?^ €o«6,l'ii 

U. 8. W* 

und benutzen die Formel 

19* 



• t •• 



• « •• 
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— Qp* (5o«2i)'ti— ^€o<V«»— ^€ol6i|'«— .... » log(l— !^«€o«i|'«+A 

80 eotsteht die Reihe 

12. Sf emo« as 

"ß l2p6ln^'M* 1— 2p«So«2iy'w+p»« * l--2p« •CoW^i^fp" * l— 2p»*6o»2i'^^fp«• '"T 

Da Samott =s log i/ +*°*^" {gt go erhSIt man, weon tf s= jJiC'. abo 

» » 1 — snc u ' ' ' 

i]'tf SB ^fft gesetzt wird, 

1-^ i/l+fr _.-.,( 1 l+V+P ' l-t-2p"+p «* H-2p'»+p*« ] 
'«'S r 1«.* — *°8\2p*l+2p»+p" • t4.2p'»+p»» l+2p»<+p«» •**•/• 

Wird diese Gleicbuog tod der vorigeo subtrahirti so entsteht, da 
1— 2p*ge6«iy^M4-p* ^ __ 4p« got» ly^K . go<« t/u 
I^2p«-J-P' *" (1+P*)' "* go«»2iy'Ä 

ist, durch eiae gleichmSisige ümforaiung aller Faotoren: 

13. Same« s= 



log Y 



i—k'einis'u' ioi^ij'u ' QoS*i)'u ' gogyw •"•(* 

goäMfl'i: go»*8j»'Ä (i9i*l2ii*K ) 



Setzt man in der Reihe (8.) noeh k^u statt n nnd p- statt des Moduls Ar, 
so verwandelt sieh amif in ^tt — amoti^ und es ist also 

14. «aT-amo«) = iM^2%utan^{^^)-^2%uZani{^^) 

-^2rrciron9(g^) + -...., 

15. ?(4r-aiii«) = «(lT-.)«)~2'2(t<$an9(^^) +2«rc»»n8(^5^) 

Da nach Formel (II.) $. 193. 

o/i -•> 4p@fn«'u , . p»®m3«'i« , - p»6in5ff'uj^ 

Sar— amc«) == -^f--H- ^ j^^; +*' '^l+p»? +*"' 

ist, so erhält man durch Entmcklnog 
Ä (ia* — amctt) = *p ©In V« + ip* @in 3 »)'« + i;»' ©in 5 ij'k + . . . . 

— 4/»»@injj'« — i;»' ®in3j|'«— j^;»"@ln5V« — .... 
+ 4;»» ©ini}'« + i;»« ©in an'« + i;»" ®m 5 ij'k + .. . . ; 

U. B. W. 

und da 2/»©ini)'tt+|p»@in3»)'tt + ii»*<5tn5i)'i/+....=» 5(rc$an9(^J^ 



• ••• 



• • • • 



• ••• 
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iBti 80 erhalt mau durch Summation der einzelnen Horizontal« Reihen 

16, fi(iT— amcii) = 

Da der Formel (12.) §, 103. gemäCi 

£(4ar — am«) 

~ '"^Äanfll (>?'«) 1+p» 3(l+p«) ö(l+p««) 

Ut| 10 erbSIt man durch Eot>vickeluog zunächst 

+ 4/»* €oö)j'« + J;»" Soö3i)'« + ip^ doibrfu + . . . . 

u. s. w* 
Da aber 

V«oöV«+l/€o«3j,'«+i;>»^o«5i)'«-r.... = ^niani{^:^ and 

i»t) 80 erhält man die Reibe 

17. S(lx—Bmu) 

= 2«tc$anfi(r^-.29(rc$an9(|5^) + 29(tctan9(||s;j) 

Da £(iT— x)=logjijr5i, also )?(lT— lar) = logji^ ist, so kann 
auch iHr—l(ii'u)) fdr das AnfangsgUed 2 tKrc Sang (e"^") gesetzt werden. 

f. 106. 
Nach Formel (13.) §. 104. ist 

(. 1\ 4asmi7w , . a*sin3i;u , . g*sin5«u . 

und also 

am(*tt,-j-) es 4y 8ini)« + i^sin3i)ii + l/wn5»)M + 

— 4^8ini]ti — ^fün^riu — ^^^"sinSjjtt — 
+49*8inj)t» + |y**sin3i]« + |y'*8ia5))tt + 

U. 8. ff« 



• ••• 



• • • • 



• • • • 
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Da aber 3^8ioi]«+|y*8ui3i)«-ff^8ia5i)tf+....&sarotaiig(~^,) tif, 
so erhSIt man 



2 



18. am {ku, |:) 

19. am(il(£L— »),^) 

Jfooh Forme) (15.) $* 194. H 

am(Äif,4) « /(V«)^jii^@m.)'fi+'g^j@m3i,'« 

und folglich 

am(Af«, j) = /(i)'ii)--4/»'einij'« + if <Sln3i|'i/— J/»"@m^»j% +—,... 

+ 4;»*®ih)'m — I />"@in3^'« + f;»*@tn5ij'tt — 4-.... 
— 4^« @in ij't* + f /»«' (Sin 3 t)'i» — ^p" 6in 5 ij'i« + — , . . 

U. 8. Wh 

Werden dte einzelnen Hoiuontal- Reihen summirt, so erhSIt man 

;.H.(t«,i)=w.o-2«.u.B(,^)+2»..«.g(^i) 

«0 , -2«rctaDgt^j^)+, , 

\oder auch nach $. 22. 

lam(Ätt, i) = /(,,'tt)--/(2j)'JiC+i)'ii) + ?(4D'iS:+»i'a)— /(6>)'if+Ji'«) + --,... 
Auf ähnllohe Art findet man 

Da 

2«"*«"8(|W^) = ^--2arotang(|^ =«■- {/(Vii:+.)'«} +/(,;'«+,'«)] 
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ist, 80 kann man die vorige Reibe auch also darstellen : 

tmd in dieser Reihe mub das obere Zeichen vor dem Anfangsgliede +i7r 
genommen werden ^ wenn man die Reihe mit zwei negativen Gliedern 
abbricht : hingegen das untere Zeioben, wenn man die Reihe mit zwei po« 
sitiven Gliedern abbricht« Die einzelnen Glieder in der vorstehenden ReihOi 
Vrie auch in den Reihen (4.)^ (7.) und (20.) können auch entweder naCti 
der Formel 

l(p sss ^7F — 2arctang(^"«'), oder nach der Formel 

/^ = 2arctang(l^auc)i(P) 
berechnet werden« Will mau nur logarithmische Tafeln, nicht also die 
des «Tklischen und byperboliichen FutK^tionen anwenden | so kann mau^ 
zumal dann^ wenn (f) ziemlich grofs ist, auch von der Reihe 



l(p _ .iT_^4._^__j.^._^_4. 



• • • • 



Gebrauch machen , da dieselbe so sehr rasch convergirt« 
Auf gleiche Art findet man noch die Reihen 

• «..„(icJiC-»)!) = 2ar.J.„9(^)+ 2a«S.«9(^^,) 

23. )iiiin(i(ii, 1) = 

lHrp*Co«i?'tt *" (14-p»jao«*i7'M— (1— p*)®in»9'M 1+p»— (l-p»)SCon3*Vi« 
s= V_J±£-/- = $an9(;)'tt--9(rc5and(j-r^5ait3i)'tt)) 
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steht die Reihe 

«am« = con.t. + log(2;,) + i,'« + ^|^ + i.^||54-...M 

welche mit (7#) fibereinstimmt, wenn const, =? — log{2p) ist Daher hik^ 
ben wir 



u 



• • • * 



4*8o^ViC 

Da d?(lT — amctf)s=s— = und ciCljr — amw) =?= — - 

ist y 80 giebt die Integration der Reihe (13.) §. 170. 
Ao/i ^\ n / \ n sin9;u I 2o' sinSi;» 2^^ sinSx/u 

10, £ (iT— am w ) = Ä (^jT— ^)^2 



•• •♦ ♦ 



2^2 cosTiyii 

~ 7 'göiT^ 
Die Integration der Reihe (15.) $• 170, giebt 

und durch dasselbe Verfahren | wie bei Herleitung der Reihe (8,)^ Bndet 
man hieraus 

2p» go»5i?^i« 

$. 194. 
Da d am^^tf, — j =s da f Ar«, -r-hkdu ss k onu,Bu ist, so giebt di« 
Integration der Reihe (9.) %. 179. 

+ ^'(50J7.;Ä' ■*'•'"*' "•* 

14. am\^*(it-«;, -j — ^. _t- — ^. ^jj^p/ + T-goä4,K, 

, cos7iru . 
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Die Reihe (110 $• 17^« giebt 
15. Bin(*«.x)=/(tia^)-2;i.g^+-f-.g^ 

j 2p' gjnTiT^tt , 

und die Integration von (12.) in $» 179. giebt ^ wenn die Constante auf 
ähnliche Art wie bei der Formel (8.) ermittelt wird^ 






• « 



Die Constante Ifilst tudi hier auoh leicht dadurch bestimmen , dafs man 
Us=:iC setat. 



^v 



\ 'X:/ kcnu.au 






CD 

SO erhält man 



17. X am ^ÄV, ^ ; — -f. gj—g; f. ej„3_Ä. + 1. sjüS^Ä 






18. »am^Ä(lC-«),J^)==2.gJJJ^ + ^^J5g^^-^=J-5^ 



+ « cosTi/u j^ j^ 



Die Constante log ^ findet sich, indem man « s= jK setzt« 

B. at(t,-».(*(^:-«).l))=- /.V^'-Sr-' 



<•%. a« 



|ssr -^-^ ss^tntt.dtt ist, so findet sioK 



• t • »1 
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£(ia'-am(*(Ä:- «),!)) 

zur Bestimmung der Coostante C die Gleichung 

-welche aber noch einfacher dargestellt werden kann. Nadi Formel (10.) 
i, 175. ist fnr tf 8= o 

Seist man hierin q^ statt g, woduroh sioh der Modul k in den klemeren 
t-t-t: verwandelt, so entsteht 

woraus EU ersehen^ dals C = log^ iste Daher ist 

«. i{i^-«^HK-,). i)) = logG-j^) +^^-f ^^ 

. g« C09 6iyu g« cos8<yii . 
j^ COS 6 J? i< £^ cosSiytt 

Außerdem finden sich noch die Reiben 

23. «(i,-«.(*(JE-.),l)) = 2.^+,. *«^+i.|^ 

24. ,(!,-»(*«, i)) = .„g-J^+ 2,.^+ af.|«|^ 

Um EU beweisen y dafs in der Formel (23.) die Constante sso ist^ dient 
die Gleichung 




yitrzehnter Jbtchnitt. §. 195. 145 

Die Reihe (24.) lülst sich auch aus der Reihe (12.) §. 193. dadurch her- 
leiten, dals man ku für u und — statt dea Moduls k setzt. 

$. 105. 

Die cjkllschea ond hjperboIiMhen AipplitndcD dargestellt alt oneodltehe lUibea tob Arcnt. 

Da 

am« — >J«+ 1+g« + *• 1+5« +*• i+g.t +*• 1+g«» +•"• 
ist, 80 erbalt man, weil j4r7 = flr'— fli"+y*°— -y".... ist, 

am» =s i)t< + 2^ sio3i]«-f ^/ sin4)]tt + f 9^ Mn6i]tt..,. 

— 2/ 8in2»)ti + fy"sin4))tt — ff"8in6i)tt.... 

. + 29*"siu2i)« 4- l9^*'8in4tiu + |y8in6i)tt.... 

--2y»8in2jj« — |9^«8in4j)ti— gY»8b6))ir.... 

U. 8. W. 

Die einzelnen Horizontal - Reiben lassen sich nach $. 56. des ersten The»* 
les Summiren. Es ist namentlich 

2y'8in2i,tt + iy«sin4i|tt+a*«8in6,ltt.... = 2arctang(^'l^^, 

und also 

+ 2.r«t.n|(j:^?^^-+ .... 
Die Reihe (!•) formen wir noch um. Es isft 

q^mn2fiu 2g*siniyi<cosiytf 2q^itingfju 

1^9* cos 21711 (1— •g*)co8*^u + (l+5*)8iii*i]/u 1— 8* +(! + ?*) tang* 17 m* 

Setzt man ^3^^i^5«^^p^ = taDg4, so ist tang(^+»itt) « 

i3f-«*""8''" = ^si^'» •'»»«^ = *"'*»°ß(^^)-1«' Auf gleiche 
Weise können auch die folgenden Glieder umgeformt werden, und es ist also 

am» ^ ^« + 2arctang(gl^)~2.rctan8(^-^) 

— 2»)« +2»j« 

— 2»)» +- 

CreiW» Jountirt d. M. Bd. XX. Hft.3. 19 



• ••• 



• •• • 



« • • 



• • 



• • • • 
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Drose Reibe kann wie folgt dargestellt werden: 

wenn ± in — verwandelt wird» falls das letzte Glied der Reibe positiv 
ist, hingegen ± in 4*> wenn das letzte GKed derReIh% welches üi Reoh« 
oung gezogen wird, negativ ist. Hiernaoh ISbt sich also am« aus u noch 
bequemer berechnen, als nach der Reihe (!•) oder (2*)« 

Da 
am t« » /««) + j4?^ «Süt^u- 5(^ @tn3V»»+j^i^^®in5<«- +.... 

ist; femer t^^ =s 4/»'+4/»*4-4/+ ....: so erhlUt man durch Entwiöke- 

lung der einzelnen Glieder: 

iontt SS /(!,'»)+ 4/»» 6in »)'«—#;»• @in3i|'tt + 4/»*"6tn5))'« \-, 

+ 4p« @inV« — i;»" @m3ii'« + #/»« ©in Sij'ti— + . . 
4.4/»«@m)|'«— ip"'@in3ij'« + i;»«'@in5i)'ii \- 

U. 8« W. 

Da aber 4/»'@inij'tt—4p*@in3t)'«+|p»'*@tn5))%~4p"(Sln7j)'tt + —.... 

Soft 2^ ^ g ) ^^' *^ erbalt man dureh Summation der einzelnea 
Horizontal -Reiben : 
4. amii = l{y{n) + 2arotang(^|^) + 2aretang(^^) 

Da dem Zusätze zu $• 23. gemSfs 

/(2i,'K+V«)-^(2.l'iS:-i)'«) = 2arctang(^^ 

ist| so kann die rorige Reihe auoh also dargestellt werden i 

5e amtf =s 

Die EntWickelung der Reihe (4.) §. 193. giebt 
amcti = ^;r — 4p @in))'ti + i/i' @m3ij'ti — 1/>* ©m5i)'tt + - 

— 4;>^ ©inii'ti + ip'' @ln3ij'tt — i/i^ ©inS^ti + — .... 

Ue St Wty 



• a«e 



«••• 



• • • • 



• a • • 



• ♦• • 



f #•• 



Vierzehnter Abschnitt. §. 195. t4J 

und die Summation Aec einzelofio Horizoutal «Reihen gieht 
6. amott « i» - Jarclaog (g^) - 2 atotaDg (^^^) 

- ^arctang (|j^)-2a«,ta«^(^^) ^ . 

Durch AnwenduDg dar LoDgitudinal-^Funotion luuiii diese Reihe ek 
abo dargestellt werden t 

7p amcti acs 

i;r~./<i,'Ä+ i}^fi)~/(3f,'is:+f,'ti) -/(5),'js:+i)'ii)- /(7t,'jsr+ 1)^11) - 

Tertausobt man in der Reibe (4U) die beiden conjugirten Mdduln und setzt 
fit statt u, so entsteht 

und 

9. ;«no« = «dT-,«) + 2a«S..9(s^) + 2 ««£»»9 (gSI|x') 

+2a„j«9(s^"|i^,)+.... 

Durch dasselbe Verfahren verwandelt sich die Reibe (3») in 

10. ««.« = ±,'.+2a„s..ä(^a^_2a«j™9(|=?3^) 

+ ^^'^(^^ -+■■■■■' 

und in Beziehung auf das Torzeichen ± gilt dieselbe Bemerkungi wie bei 
der Formel (3^)« Es ist übrigens auch 

U. £.„.^ = ,'«+ja«i.„9(i4l|||^J-2ar<J«„9(ii:^^J 

Stellen wir die Reihe (8,) $. 193. entwickelt also dar: 
:gaiiioa=log(5^-)-2;»*€o«2i,'«-^€o«4,|'«~?^€o«6.)'«-.... 

+ 2f ^hiifi'u + ?^* ^o64fi'u + ?^ €o$6i)'tt ; . . . . 

u. s» w» 
und benutzen die Formel 

19* 



• • •• 
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— Qp* €o«2i)'tt — ^ «0« V« — 2^ €o<6ij'i» —....» log(l— V€o«2ij'i»+/), 

so entsteht die Reihe 

12. ifamo« SB 

, r 1_ 1— 2p*g c>2 <;^iH-p» i~2p"go82i?^i«+p«« l~2p««ge>Vir-|-p«» » 

*"»l2peini7'«* l-2p«ao«2iy'M+p»* • 1— 2p» •eo»29'«+p«* • 1— 2p»*eo«2i7'ii+p*« '"T 

Da l^amoti ss logy ._"^" ist, so erhSIt man, veon u &= iK', abo 
i]'u s ^Tt gesetzt wird, 

I«. l/*+* ~ Ina M l+VdbP* l+VMj»" l-t-2p"+p «» \ 

'08 r i=* — »oß \2^ • i+2p»+p »"^ • 14.2p' •+p'^ • i+2p» «+^ ••••/• 

Wird diese Gleichung von der vorigen subtrahirt, so entsteht, da 
l~2p*gog*i?^M+p' ^ ___ 4p*(ioi*^u . go«« v'u 
l+2p*4-P* ™ U+P*)* ** ao«»2ij'Ä 

ist, durch eine gleichmiÜNge ümforinung aller Faotoren« 

13. Samctf sss 

In Vi±* * go<»2<>'iC '"" go<* 6 ly^JC 608» lOi;^^^ f 

( go«»49'ir go««8^j'it go6*12i;'r ) 

Setzt man in der Reihe (8.) noch k'u statt u und rr statt des Moduls Ar, 
so verwandelt sich amti in ^9* — atno«^ und es ist also 

14. «aT-amo«) « Hv^)-2%xaaH{^^)-^2^xcZan^{^^) 

~2««*«"9(g^) + — ••' 

15. JJ(4s--taiti) = «(ia--.)iO-2'2(tÄan3(^g2^) +2arc$an8(^^) 

Da nach Formel (II.) $. 193. 

£(ia— amc«) = -^jqi^t- + 1-^+^ + * * l+P" '^"" 
ist, so erhält man durch Entwicklang 
£(iT— amcti) =5 4/» (Sin V« + 1;»' @in3»)'« + ip* ®ln5i|'«« + .... 

— 4/»»®ini)'«--i;»' @tn3j)'tt— i;»"<Sln5V«— .... 
+ 4/»» ©Imi'« + 4/»" @in3ii'ii + i/" ©in 5V« + .. ..5 



• • • • 



u. s. w. 



und da 2p@tni]'tf+|p*@in3<» + |p^@in5i)'t/+....a $(rc$ang(|^^Z^ 



• • • • 



• ••• 
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isti SO erhalt mau durch Summation der einzelnen Horizontal «Reihen 

18. Ä(|T— amcu) = 

Da der Formel (12.) i, 193. gemSlii 

2(4t — amtf) 

"" ^Äflnaldy'«) 1+p* 3(l+p«) 6(l+p«») 

iit) so erhält man durch Eotwickeluog zunüohst 

2(iT-am«)= ioggjj;^^-4/r €e«»)'«— t/ €oö3i)'»-i;»«'€oö5))'t«- 

u. s. w« 
Da aber 

foty 10 erhält man die Reihe 

17. i?(|T— am«) 

= 2«rc$an8(r^-25(rc$an8(^) + 29Crc$an8(^-;j) 

~29(K5a„ö(^4;j) + -.... 

Da £(1»— ») = Iogji^, abo i(\z — /«) = logji^ ist, so kann 
auch i{ir^l{ii'u)) fdr das AnfangsgUed 2$(r($and(«-^'') gesetzt werden, 

f. 196. 
Nach Formel (13.) $. 194. ist 

und also 

ain(*Wi-j-) « 4y 8ini]ti + fy'ain3i)ti + |^8in5))ti + 

— 4^8in)]ti — f 7^ sin3))ti — 4y**8in5))ti — 
+4y* «in )] ti + |/*sin3ij II + 4y'*8itt5i)ti + 

U« 8» Wf 



• • • • 



• • • • 



e • • • 
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Da aber 2y8iDijti+fy*8in3ijti-}-f y*8io5i)ii+..,,«arotaiig(~2|5) ist, 
80 erhält man 

18, am(«fi,|:) 

19. am(Ai(lS:— »),!) 

Jlach Pormtd (15.) $. 194. Ist 

und folglich 

— 4^«@mij'« + f /»«"©In Sfi'i» — ^p^einSi)'« +—.,.. 

U. 8. Wv 

Werden dto einzelnen Bo^ontal- Reihen summirt, so erhält man 

oo / -2arctaDg(pg^)+. , 

oder auob nach $• 22« 



• • ••> 



Auf Shaliofae Art findet man 

21. .m(*{K-«),l) = i,_2.„u.j(|i^)+3„o.»g(Ä;D 

Da 

^•«'*«°ß(|^) =^-2arotang(|^ ==T--{/(VJSr-H'ti}+/(^'K-H'«)l 
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itty 80 kann man die vorige Reihe auch also darstelleo : 

und in dieser Reihe muTs das obere Zeioben vor dem Aoraogsgliede +iT 
genonimeo werden ^ wenn man die Reibe mit zwei negativen Gliedern 
abbricht : hingegen das untere Zei^heni wenn man die Reihe mit zwei po« 
sitiven Gliedern abbricht« Die einzelnen Glieder in der vorstehenden Reibe^ 
VFie auch in den Reihen (4.), (7.) und (20.) können auch entweder naCti 
der Formel 

IP SS ^-TT — 2arctang(^y), oder nach der Formel 

IP s= 2arctang($ancii?)) 
berechnet werden. Will man nur logarithmiscbe Tafeln ^ nicht also die 
der epischen und hyperbolischen FuiKüionen anwenden | so kann maUf 
zumal dann^ wenn (p ziemlich grofs ist, auch von der Reihe 

Gebrauch machen ^ da dieselbe so sehr rasch convergirt« 
Auf gleiche Art findet man noch die Reihen 

+ 22irc5an9(ß^J|^0 + -- 
23. ifaa(ku,j)=: 



• ••• 






• • • 



26. 



wk tÜL 99ii*rmmnm, Tktorit derJUod.-Futut. und der Mod. •■ lnit$r, ^. i97. 

,._J,%+2««S«9(^)+2,'«-231«$.n9^^+-.....te 

ia der folgenden Gleichung gilt das obere Vorzeichen des Anfangsgliedes 
^^'11, wenn man die Reihe mit einem negativen Gliede abbricht, und 
4a» untere Vorzeichen, wenn man die Reihe mit emcm positiren Gliede 
abbricht $ 

25, «am(*(Ä:— K),!) — 

f 1 l4-2p«6oft2q*i<-i-p« l-f2p"go92»?^it-f-p«* l-f2p«»So<2^i«4-p«« 1 
"8 \2p ÖO«iy'tt * l+2p« 6o«2i7'a+p ' • •H-2p>•(Jo«217'«+p•^•l4■2p«*(So«217'^^+■p•• **")» 

!?(iT— am(Ä«,-i)) = 

/ 1 1— 2g*cos2^;i«-t-q* 1— 2g'»co82yit+g«« i—2q*«ew2r,u+q** \ 

'°8 V2 g sin iy « * 1—2^» 0082i7u4^ ' • * 1— 2g • • coa2iju-\-q** ' 1— 2j» ♦ coüiiu-^-q* **'")* 

«(i,r-am(A:(lC-«),i-)) = 

, / 1 l +2g*cog2iyw-}-g» l+27*«co82i?M-f-g«* 1-f 2g*»cog2igi«-(-y«» \ 

"8 Vjgcös^ ' l+2j» C082i7u-h5» • * 1+25' • eoii'2iju+q** ' l+2g»*coa27ii+j«« * * * 7» 

27. «(iT— ani(Ä«,i)) « 

28. s(iT=:am(*(liC-fi),l)) = 

f. 197. 

Die Afflplitndeo «Is Arcns, dcreu Taageoten Brüdie sind, mit nnandlichta Relbea fir den 

i^fthler nod Neouer. 

D.«.mc. = l.g|/|±^^. «ttr_^) = fc.gl/|±Äffi = teg^g^ 



Ik 
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mel (9.) $. 105. 

Setzt man in der Formel (8.) $• 189t W statt p und i(i)tij) statt n^ so 
erhalt man 

_ 29^coBt(iy«)+2 g^co8i(3yy)4-2gyco8i(5iyi>)4'2g^eogi(7^^)>>*^ 

Seist man hierin T — i)ii statt ^ii^ so erhiat man eme ähnliche Gleichung} 

die Division giebt also 

t • a« 49 

Setzt man hierin JSC — u statt n^ so erhült man 

^ l+aau _ y^co8(|yr — i(yu))+g*^cosf(ifg--ytt)4-yyco84(i;t~yti)>„> 

Bezeichnet man diesen Bruch durcK p~^9 c^o ist S am ti s ^^Sp~K ^=^ 

2S(tcS'(mg(-^), also 

1. Samt« =s 



\8ic08i(l7li) — p*C08K37u) — «l*COSl(5iyw)+jTco8i(73y«)-) .... J 

Setzt man 4jrt statt jjT, so erhält man. 

K 1— cn« "" *^*i W«y i^.2g« cos^u+g* • 1—25« ewt/u+q* *i4-2j« cos^u+J" ' " * 
und die Formel (1.) verivandelt sich in 

2. £(^7—- amc«) = 

\j^cosi(ij«)+«*««»i(3'7«) + «'^««9i(*'7'*) + «* «««4(717«)+.... / 

Pie Formel (120 §• 1^^* l^ann auch, -wie folgt dargestellt werden: 

| /l+gnc»i _ v 1 l--2p* 6ot2Vu+p* l--2p'«6o<2i7^M4-p«* 



l-sneu "" i'p^tntfu ' 1— 2p» So«2i7'«+p» • * l-2p* • (goW^o +p> » 

Da a'ber nach. Formel (10«) $. 189. 

(1 - 2;»*(£oö2»)'« +/»*)(l—2/»»Soö2))'« +/»»♦)(!— 2p~(ro«2i,'tt+;»«) 

_^ 1^2p*6o^21;^^+2p*^6o»4l7^tt— 2p»*6<)86i;^tt-f — .... 
- (l-p»;(l-p>»)(l-p** .... 

CroUe'a Jonnal a. M. Bd.XX. Hft.3. 20 



• ••• 



•••• 
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Qod nach Formel (7») $• 180. 

_ 2pginiy^M— 2p»6in3y^K+2p»»gin5iy^ii + 2p*»gtn7iy^M..,, 
ist^ 80 erhält man 

® ^ 1 — BIXCU 

— 1 l~2p^go62i/tf+2p'<>6oS4iy^K>~2p»»go86iy^M+2p**6o»8iy^u— 4'.>„ 
•^ *^S 2p©m^'w— 2p*ein3i7'ii+2p**©m6j7'w-.2p**@m7^y'M^ — •••. * 

Die Formel (10.) §. 195. laftt sich wie folgt darstellen: 

•^ 1— BD u V 1+ Sang t]^u * Sang ij'Ä— Sang r/u * SangSiy'fC+SEang ^'u * aangSiy'ÜC— Sang 15'w 

Da hier die Factoren nicht nach dem friiheren Verfahren vereinigt wer** 
den können, so formen wir die Formel ura| indem wir sie zunüchst wie 
folgt darstellen: 

Xamofi ~ log p(^_ar-i)_p*(a:*_a?-3) + p««(x*-ar-*) — +T7T~^ 

1 

e^'^^ss j? setzend« Wird nun K — u für u, also — für x gesetzt, so er- 
hält man 

j^amii = 

s , , ( l-2p^6o>(2iy^Jr-2iyM+2p»> 6og(4i/«:^4»y^u)-2p»^ 6o<f6y^Jf--6iyM+~>>»a 
fj »T»ogU--2p*ao«(2iy'Ä+2jy'w)+2p»» SoH4iy'Ä+4jy'ii)^2p»« öoK^^^ 

Diese Formel läfst sich auch also darstellen: 

f«^ti4.2aw!tdnÄ f 2p*gtn2i?^/r, Sin2iy^ii^2p' ^@in4y;^/iC. gin4i7^u+2p»*gtn6y^g,6tn6iy^ii — h..^ | 
" "^ ^ ^ < 1— 2p* <5o«2)7'Ä . eo«iy'i4+2p ^ • eoö47'iC. (Jo«4iy'M-2p» • öodöiy'Ä.öo^e^'uH . J* 

oder auch 

4. iamu SS 

Es ist der Formel (16.) $• 195. gemäfs 

W l+cncii l+2pginiy^tt->p* 1— 2p» giny^ii— p< l+2p*gtniy^ii>>-p'o 

*^ 1— cnca 1— 2pgmiy'u— p« * l+2p« giniy'w— p« * 1— 2p» Clniy'a— p»* ••••^ 

ferner ist nach Formel (10.) $• 189« 

(1— 2;>(Jo6ti+p^)(l— 2/i^gogfi+p«)(l— 2/>^€o^ii+;i»«).... 

c- t— 2p6o8ii + 2p*6o<2ii — 2p»6o<3ii+p'*go84ii — \^.... 

(l-p«)(l-p*)(l^p*).... 

Setzt mau in dieser Formel pi statt p und ))'ii + |ti statt u^ wodurch 
sich (loiu in t6tn)}'ti verwandelt, so erhült man 
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(l + 2;i(Stit5)'«--;>')(l—2jt»'(Sm),'«^;»'')(l+2/>»e{tii,'ti— ;?»).... 

Setzt man in dieser Formel — u statt u, und dividirt die Torige Formel 
durch die neue, so erbiilt man 

^(J^ — amcu) =s 

^ 1— 2p (Biay'u—iip* Su6'2»/a+2p • ein3i3'u-{-2p * • 6o84j?'«— 2p » » ^inßij'u—..., • 

Stellt man das Glied auf der rechten Seite durch log p^^ vor, so bat man 

5. £(ijr — amcu) =ss 

Iditt^ano ( gpg'ny'M-gp* @»n3»7^«<+V*@«n5»?'"-2p ** @in7iy*w+-.... \ 
*^"**"ö\l— 2p*So§2i7'u+2p'« Soö4t/u— 2p»» (5o«6»/'u+2p*« 60881?'«— + ..../ ' 

Die Formel (17.) §. 195. Itiüit sich also darstellen t 

Ji±mu__ ff,. ,/.„>v 1— 2p«6o8y^»+p* l+2p«6ogy^i«+ p« l~2p«go8y/a+p" 
" t— cn«"" ^''^*^^^*l+2p*So«i?'«+p* ' l-2p«a»8^'Kfp» 'i+VSöSVw+P*» **" 

Da aber nach dem Zusätze zu $. 189« 

2 Vp . (5o«i(»l«) .(1 +2;»'€oö))'«+f *)(t + V€o«'j'«+;»')(l+ V^o^Vw+P") . ... 

ap^6o8i(?M+2 p^g '>»i(3y'")+2p^6o<i(5yM+.... . 

2/>.@ini(V«).(l— 2/»'€o«ij'«4-;»*Xl— V^o«i3'«+/)(l—2/So«Vtt+;»»).... 

2p^eini(t;^«)-2p^®ini(3»?^0 + 2 p ^'®inif5i;^M) — {-.... 
« (1-P')tl-P*}(l-P*).... 

ut, so erhSlt man, wenn man die erste Gleichung durch die zweite divi- 
dirt, und dann pi Tos p setzt, 

6. «(ia— am«) = logl/J±^ = 



9S 49 



lp^0ini(i7'w)+p*®ini(3ij'«)-pT@ini(5»/«)-pT@ini(7iy'«)+4-.... f 

oder auch 

tang^am« 

_. pT@in4(i7>K)-| -pf@ini (3yw) — p*®mi(5?^ii)-p*@mK7>;^«)+H .... 

p^ao»i(«?'M)— p* 6o«i(a??'tt)-p' 6o6i(5i7u)+pV6o6i(7i,'tt)H .... 

und diese Formel verwandelt sich, wenn v i statt u gesetzt wird, und die 
beiden coniugirten Moduln mit einander vertauscht werden, in 

20* 
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iangiamii 

•JL JL M 49 

— 1 -t 25 49 f 

5*" COS ^(i/u) — g* cosi(3iyu) — s^cos^Cöiyi«) — 9^cos^(7i7ii)-{ .... 

Stellt man die obige Formel (5.) durch. 2(i^— amcti) = 22(tc Jang(l7) vor, 
so ist rSokwärts 0"= Jöngi£(iT— amßti)s=:taiigi^(i-r— amcii), daher ist 

fang (i «• — 1 arao H) 

"^ 1— 2p*(5o$2j7^ii+2p»« 6o84i7'u— 2p'»eo6ö^'u+2p»*6o«8i7> 1-,.,. » 

imd die Formel (2.) kann noch also dargestellt iverden : 

tangC^ar — i^amcu) 
L i. ^^ ^ 

^ g* sini(iy«)— g*sini(3fyM)-f g^siai(5iyif) — 9Tam^(7yK)>} .... 

— -^jI J ' »6 a4 • 

5Tcosi(iyu) + g*cosi(3ifu)rf-q^cosi(5^w)+4r^cosi(77ii) + — .... 

Daher ist rückwärts 

7. amcti =5 

1^ o ^«^ ♦«..„ / g* sinK^") — q^ sinl(3iytt) + g^ Bin\{5ffu) ~ gy;sini(7ifii)^f ,. , , \ 

f7t — Z arc fang [ ^ r ' jt" ^w j > 

\5*c<»K7w)+«*cosK3i7«) + g^cosi(5^tt)+5^cosl(7i/tt)+— ..../ 

8« amcu =3 

-, ^ . / ip &xtin'u^2p^ gm3iy^t< +2p^Cin5iy^M— 2p^^®itt7y^ii + — >» A 
i^-^^arctang ^j^g-rgj^j;^^^ 



2aretaiig 



9« amu :=i 

«5 49 



A^siRifau)-fgys!ni(3yii)-g^ sin|f5iy«)--^sin4(7yi/) + 
\9tcosi(i;u) — g*cosi(37ii)—g*^cosi(5 7yu)4.gTcosif7g/ji) +—..../ 



10« amti =s 
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\p*ao«K'7'«)-p*S<»H(3'7'w)-j>^So«i{5jj'ii)+pTSo64{V«)H — •.../ 



amu = 2arc tang(I7) fcana auch S amu s= 2%c$ang(I/} geschrieben, 
werden: daher dienen die Formehi (9.) und (10.) auch zur Bestimmung 
Ton fi smu, wenn man nur die Yorsjlben arc tang in 9rc Sang abändert« 

Da 2(|T^amott) Älog|/ji^^s=logootiamc« ist, so kami 

statt der Formel (8.) auch genommein werdea 

amcu =s 

^1-2>>6ini7^M— 2p*gog2?^«4-2p*@in3»^M+2p"ge84y«— 2p««Sin5i;^».... \ 
Zarc tang \i^2peia^'u—2p*^i2,i'u-'2p*ein3ti'u+2p^*(&9i*t^u'\-2p*^&iabv'u...,r 
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$. 108. 
Setzt man in der Formel (10.) pi statt p, so erhSIt man 

11. am,(Ä«,— ) = 



e 



und auf der Unkea Seite kann man iam{ku,—) statt Bm(ku,Y) setzen^ 

wenn man auf der reohtea Seite die Vonylbea arotang in fUtctan^ ver- 
wandelt« Yertauseht man in der Formel (8.) die conjugirtea Moduln mit 
einander, indem, man ui statt t setzte so erhalt maa 

Sam(Äti,^) « 
oder auch. 

gy . / 2q Bin ff u — 2q^ sm3fiu+2q*^ sinbfju'^2q^^ Bin7ftu'\ ...\ 

" ^^8\1— 25*co82i7tf+2g»«co84j/u— 2g»«co86ifu+23«*co88iyi« h-J* 

Es kann aber die vorhergehende Tormel auch also dargestellt werdea: 

^ 1*1- 2g 810^11—23^ cos2i7tf — 2g* 8iii3iyM+2g^^cos4i7ii + ^<f*^ smSyii.,., 
"" 1— 2g8in*7ii— 2}* cos2i7K4-2g*8in3iyM+2gMco84ija— 2g** sin5i7ii...«' 

oder 

13. i/}±*£!!£!t 

1^ 1 — ksncu 

14-2gcosiyK + ag< cos2iyM+2g* ca83iycf+2g** 0084iyii-{-.2g**C085iytt>... 

"" 1-— 2gco8i|ru-f-2g^ 00821;» — 2g* cos3j|tt-f*2g** cos4^u — 2g*^C08Öi7tt.... 

= tang(ia- + iam(Ä(liC-ti),l)). 

Da rfEir^ ^^ ^^'^i^^'^C^^^T/ ^^^> ^^ kaon die Formel (11.) 
aucK.also dargestellt werden: 

p*Co»i(9'«)+pHoJi(3yB)+pTgo»J(6n'«)+p*6»»i (7 7' «)++..., 
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und eben so verwandelt sich (12.) in 

Setzt man in (13.) tit statt u, indem man die oonjugtrten Moduln ver- 
tauiobt, so erhält man 

Ji—Aneu _ 1— 2p6ogy^ii+2p*6o82iy^a— 2p>So83y^tf4-2p*»gog5<y<ri H>.., 

**• r i+dncw"* l+2peoSi?'w4-2/>*So«27'tt+2p»So53i7'tt+2p»«6oe6i7'tt + 

2(iT~am(Ä(iJ:-fi);l)) 

— ^<^f^^«"3\^1^2p*So«2i^'ii+2p^»eo»4iy'u+2p»«So«6v'«+...->^ 
oder aucfa 

17, am(*(Ä:— «). 4) 
$. 199. 

Zweite Darstelloog der Modular-Fnnctionen in anendlicbeo ReilieB. -- ^ 

Da d^dm\k{K — ti),--^s= — k%nu.Bu ist^ so erhSlt man> wenn 
man die Formel (22.) $. 196. differeoziirt | die Reihe 

I. ^sntl ac g^^i— f/_cosa r,ü "^ Goß» 5>;iS?- cos« 17« + So«* St^A?— fc08»i?u +•••* 

Die Formeln (25.) und (24.) §. 196. geben^ differenziirt, 

2. Asnu SS 

1) :^an9 )) u go«47//ff6oi2i?'u "*" So§8j?'ä+SÄ^ eo«l29'Ä+6o82v'ii ^ ' 

3. Arsnetis 



. . • • I 






'• • • «1 



6oö2i7'Ä4-6o62ij'w 6o«6j2'ä+6o82i7^m ~ 6oÄlOy/Ä+<5o52j?'i* 

und in dieser Reibe gilt das obere Vorzeichen vor ±i}| wenn man die 
Reihe mit eioem negativen Giiedoi und das untere Vorzeichen^ wenn man sie 

mit einem positiven Gliede abbricht. Da B log y .__° " ^ ö ^ amc« ^ — ~- 

ist, so geben die Formeln (9.), (12.) und (10.) $. 196., differenziirt, 
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w 1 n^ , 2i/gm2iy^ii 2iy^6in2y^tf 

• nie aangfl'« * <5o«4i/'ä:— aod2i7'i* 608847'i:— 6o«2i?'w 

2iy^gm2iy^K 



• • • »1 



• • • 04 



Co612i/'J5:— 6o62iy'M 






• • •• 



Auch in dieser Reihe mufs das Vorzeichen vor dem Aufangsgliede f\' im« 
mer dem Vorzeichen des Gliedes entgegengesetzt sein^ mit welchem man die 
Reihe abbricht. Die Reihen (2.\ (3.), (5.) gestatten noch eine einfachere 
Darstellung, da man ihre Nenner in Producte verwandeln kann« Es ist 

t t ;'&n2r/u V@m2i/tt , ^^ 

»sncti=+i,'+ ?^®^"V^ ^^®i"6^^^ 



i7 *gtnlOi?'g f 

i __ ^ ] i y^®in2iy^w 

r/em2i!'u , r/einiij'u , 

©liiC4?^H'") @in(4i7'Ä:— 17'«) "f" ©inCe^'Ä+ij'«) So8(6ij'Ä— 17'«) "*""•• 

Da Bvm[ku,Y)==kcau.du kt,ao geben die Reihen (18.), (20.) und (21.) 
f. 195«, diflPerenziirt, 

j 2i?^go 8VA'.6o»^?^tt 25^60865^^606^1^ I 

2ti'e\n3tj'K.&nv'u 



• Co«cij'i:+i7'H) so8(i7'i:— »7'm) 



eo8(3i7'i:+J?'M) (5o8(3>7' J5:— J7'« ) 
6c8töi»'£^-|-^u) (5o8(5»;'ä:-i»'h; ' 



'•J* •••( 
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Da d^Ci^r — emuiu) sss ■^, du ist, so geben, die Reihea (14.), (10«) 

und (17.) $. 195. , differenzürt, 

k' __ t] 2iiQoi^tiK''.eoBt]u , 2$/ 6o8 4i/K*. cog lyu 

'"• cni7""cos9« CoJ»2fliC'— 8m*i7«'''eo»*4iyiC'— «in'qu 

ifc^ 2i?* @in y.g. 6o> ly^tt 2r;'&n3ij'K.(&oii/'u 

■*• "cnir "~ ® JnCij'Ä'-H'M) ®m{ii'K—ii'u) ®in(3i;'iC-H'«) ®Jn(3i7'Ä— ^'m) 

, 2iy^6mVir.Co8i7'« _r 

*^ 17^ , 2iy*gog2i/Jr.@ini?^w 

^*' cncH "" ehiij'K ■*" @in(2)7'Ä-+i7'«) ®in(2iy'iC— ^'u) 

DiiFerenzürf man die Formeln (3.), (4.) und (6.) $. 195., so erbüU man. 

1^ .Inir I 11 I ygfa^i/A? ygine^yy 

■*" ©in» 5i7ir'-f-8in» vu T'"*^ 

11 /1 tt — <?' I 2i/go82yir.6o8y^u 

1«. ao« — eoiij'tt "*" 6o6(2i7'JC-H'u) eo«(27'iS:— 7'u) 

2i7^<£i>84iy^g.6eaiy^« . 2i7^6og6<y^JS:.6o*ig^w , 

6o8(4)y'/C-Hf'ii)ao8(47'JS:--9'u) T" (5o5t6i7'JCfi7'u}6o8(6i7'jlt-^'«) "*" 
-. , 2 6o6 tj'K. Qoiy'u. , 2Qoi3fi'K.Qoiif*u 

2Qoi5'>j'K.(ioitj'u , 

Da endlicU 3Iogl/j±5^ = J?(la-— am(*(IS:~ii),i-))= *'tn«.dtf ist, 
so erhalten vrir 

la i,y ^ .. -^ „ .. 2«;8in2Mu , 2K8in2i7u 

16. A:- tnti = )^ tangi^u 6oa4,V-f l2y. + Qo^a^'-^Li^ 



09Wp 



2ffsin2vu , 

(SoU27jK'+coB2tju "*" 



*• • •< 



17. « n» u — ^in(^^fK+ii'u) ©iiKiy'iC-ij'«) T" ®in(3^'/i:4Yu)®iri(3i7'iC--^ii) 
26oS4i7^jr @ini;^M 2So»6j?'jr.gim?^B 
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9. 200. 

Die Differential -VeriiUtoisse der Logarithmeo der acht HOUs'^Filoctloneni ab ebeo so viele 

nene*oder abgeleitete Fiioctionen« 

Da AI SS 9 und A\{K)^}rk ist^ so wächst Al(ti) und mithin 
auch log AI (n) zwischen den Grenzen fi = o und ti = ÜC gleichzeitig mit 
Ui und gleichzeitig nimmt BI(fi) und mithin auch logBI(ti) ab# Hieraus 

folgt, dafs ^ " zwischen den genannten Grenzen positiv und -*^^ — ^ 

zwischen denselben Grenzen negativ ist« Wir setzen also 

kr \ dlog Alu _ 1 3 Alu 

Ik{U) sa — ^^ _..-_., 

11/.A Ä log Bill ~1 dBlu 

B(tl) =5 — — f = nf"5 • 

^ ' pu Biu du 

Da Hl BS ^kf und Hl (£) = 1 ist, so wächst also log HI u zwischen den 
genannten Grenzen i und Gl(u) nimmt gleichzeitig ab» Daher setzen wir 

nu,\ — aiogGl(u) 1 9 Gin 

rw « 517— =— Gni--5ir^ 

Die Reihen (6.) $• 174. geben hiernach 

kf \ ^ J _ . 2y*'y*'^'"2y^* I 2y7*.8ip4iytf , 2i7y*.8iii6yM . 2yg*.sia8yM ■ 



3. 



taugiyu^ ein2i7Ä' ^ ein4iyÄ' ^ ©inöiyÄ' * OinSiyK' 

öQ«/— *iwngi|wi- ein2iyÄ' ^In4i;Ä' ^ ©in6^Ä' einÖ^Ä' ^ 

P/ N 2iysln2i yK 2iysia4iy?# , gysipGiyM 2iysin8i;ii , 

rW— ©|„2g7Ä^ @in4j7Ä' + Sin 6 7 Ä' ©inSiyÄ' "** 



• #•• 



H/' > 2iy8in2iyti I 2iy8in4iyK , 2y8in6iyii ■ 2iysin8iy« , , 

so dal« wieder A(iE~tt) = B(ii), B(Ä— ii) = A(ti), G(JK— fi) = H(ii) 
und H(£— fi) SS G(ii) ist. Die Formein (1.)» C^Ot (3.)i (4.) §• 187. geben 



k( \ ig[ I 2fi%m2fju I 2iysin2^M 



2^siii2i7M , 

+ ••••1 



i|j. V . , 23ysin2iyi< . 2iystQ2?y« 

fb cn; S3S 9) fang 1) II i- gpj4^jsc/^032i7w "*" 6oö&7ü:'+cos2ifii 

■ 2iysin2iyM . 

^ 6oS12i;Ä'+cos27;m "•*••> 

fp . ^ ^^^ 2iysia2i7u . 2iy8iD2iyK , 2iysiD2yu . 

^ W — ^S55^+co82i2ii "** SoS6^Ä'+cos2i^tt "** eoetü;;Ä'+co82iyu "**'•••' 
II . ^ 2y;siii2iyM , 2;?sin23yM . 2?y8in2 ?;fii , 

i^^ ~ (5oe2i7Ä'— cos2i;« "*" eoö6??Ä'-co82i7M ^ ßoölOi?^:'— cosa^^a "*' 
CreUe^s Journal d. M. Bd. XX. Hft2. 21 
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7. 
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Die Formeln (3.) und (4.) §, 189. und die Formeln (5.) und (6.) $. 188. gelten 

r 1 o SS «9 8t 

A / ^ y (g* cosyw —Bq* c o83yi +5g'»' eoairju —7qf hoiiTipt +9^^ co gQy« — -f**"*) 
A (tr; aa -«-*Y »j— — ^r; ^ hi » 

^tmipt— ]Viia3i|;ti-f' 5*"bui5«;«— g*wii7iyH+ j''^ sin 9i7u-- •{-...• 



3t ' 4» st 



In /'-. N i!^(o*8m«u4^g*8m3«ii4-5o^8in6i7H4'7o"''8m7i7M+9o'"^9«i<'4-...,) 

5. /°W = — jl ' — r—g ^-^5 *» 8i ^ 

\ j*C08i7M-(- g»co83i7tt+ q^wa&fpf\' g*C087ijit+ g>''co89^< •{>..» 

L. » 2iyf27'8in2iyM+4g«Bin4iyM+6g"8in6y<-f8g*'sin8iyM+10g»>MnlO<7u+....) 

"^'''~ l-i-28'co82v"+28*co84jjK+28"cos6i7«-j-2g»oo88i7M+ 23«'co8loiH+.... » 

H (u^ — 2 1? (2g^ sin 2i;n — 4^ sin 4iytt +6}" gm 6i;m — 8g>» sin ftyu + lOg'Osb lOy« — j-^..) 
"W 1— 2g'cos2)y«+2j*cos4i7tt— 2g'»C086i7u+2g»»C088i7«— 3g*<»co8l0iyuH — ....' 

Die drei Funotionen 9(('«^ 18t' v und ®Vu wachsen gleichzeitig mit u; 
da aber S^'o^ss ^k und ^VK^sto ist, so nimmt ^l'u ab, wenn u wfiohst. 
Atta dem angefahrten Grunde setzen wir 

rtt//.A ölog®!'« t d®Vu 

© («) = -^„— = wz-^sir* 

Wird der Modul mit dem oonjugirten vertauscht, so ändern wir 9('(ti), 
»'(•»), ©'(«) und ^'(«) in 91(1«), l»(t#), ©(«), ^(tt) ab. Aus denRei- 
hen(5.) i* 174. leiten wir nun her: 

SM'/'«^ — 17' __ 2»?'p* @in2y^u 2»;^p*@in4y^M , 2y^/>* @in6i7^tt 

2ti'p* @in8^^u 

©inSiy'X —••••» 
<R'^«^ — «'9-«tia*.'ff 4- 2»;'P* @in2y^H __ 2i;V< gin Vu , 2i?>» ®in6r?^« 

2ti'p*<S)\vüil'u , 

©inÖ^'Ä" ' ••*•» 

U^. . Zii'^Vttl fi'u 2iy*@in4);^w , 2v^@in6i?^M 2i7^@tn8iy^« , 

'*' W-^.Si„2,/A: ■"" ®in4»?'Ä: "*■ ©inßiy'Ä: ©tnS^'JS: "• 

ft,// N _ 2y^@tn2i?^w , 2y^@in4iy^M . 2iy^®in6«?^M . 2iy^@in8iy^M , , • 
,K> W— exnZtj'lL "*" ®m4iy'Ä "^ 6in6i/iL "^ ©inS^'j: ■r"+"" 

Differenziirt man aber cHe Formeln (5.) bis (8.) $. 187. logarithmiscb , so 
erbSlt man 



Vierzehnitr jib$ohniiU §• 200. 103 



• •••( 



8. 



6ln(49'if-Hy'«) @Jn(4iy'ü:-7'«) ©<n(6i7'jr-H'M) ©in(69'iC— 17'«) 

Iß./ /„N ^ y^gina ^K , 1/' em2 ij'u 

VS) [vj = Qoi(i3'K-j^}'u) Qo6(i]'K-^'u) ■** So« (817' JT-H'«) (io< (Siy'iSr— ^«) 

j iy^gin2i7^tt , 

'♦' (So« (6^'iS:+i7'u) 60« C5i7'JC-y«) "*■•••♦> 

-,, . ly^glnSiy^M , iy^g!B2iy*K 

y^gin2<?^n 



Die Formeln (I.) und (2.) (. 180. und die Formeln (3.) und (4.) $, 188. 
geben jetzt 

-uif \ ^' ( P^ ""^o* y^" "" ^P^ ^°* 3i?^w+ 5pT go> 5y^M — 7pT 6e8 7i; ^i« -| . „ .) 

P^giniy'«— - p»©in3iy'a4-Sp'®te4i7'«— p^'^glnTi^'u-l — .... 



9. 



L,. . q^( p^ giny^w + 3p^ ginSy^H +apy gin5y^K+ 7pT gfarg^« +. ., .) 

pt5o8^«+ ;t>*So«3i7'M+ pT6o«5i7'ii+ p*6o»7i!f'u+.... 



'/»//" N — 2t;^ (2p» @in 2iy^i< + 4p8 gin ir^ 'u + 6p'» gin dii'u + 8p« gm 8i;*u + . . . .) 
^ W— 1+ 2p» So« 217'« + 2p« 60« 4i]*u 4* 2p» (5oS 69'H 4- 2p« (So« 89'« H » 

-,. . 2i;^(2p» gin 2iy^t« — 4p8 g{n 4y^w + 6p" gtn 6iy^u -. 8p« gin Siy^ii -j . . , .) 

V W = i_ 2p» So« 217'« + 2ifi 608 4i7'tt — 2pW So« 6y tt + 2p" SÖSBy« J-.... * 

Alle aoht Functionen A(«), B(tO, G(«), E(u), 9('(«), »'(ff), @'(tf) und 

S^'(u) Sndem ihre Gröfse nicht, sondern ibr Vorzeichen, wenn — « statt 

u eesetzt wird« Ferner ist 

Ao » 9l'o « i 

und Bo^Go=sBo=:9'oa=s (B'o «s ^'o := o. Aufserdem ist 

A(tti) OS ?M, 80 wie umgekehrt fgi(ui) = iM, 

,^ ^ B(«i) HS 1.93(1»), . - - - ©(«0 = f.B(«), 
G(tti) = «.®(«), - - . - ©(«») = «.G(ii), 
H(ttrO «= «V^(«), - - - ^ ^(iit)« i.H(tt). 
Die Formeln (3.) $. 170. gehen, logarithmisoh differenzürt, 

21* 
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9('(Ä-K)a= i)'+J^'(tt), also 9C'(K4-«)=3 >,'— Jg>'(ti), 
• Q5'(liC-«)= if^lb'iu), - a'(ir+ii)= ij' + ®'(«). 

Hieraus folgt, wenn u ss o gesetzt wird , da 

l 9('o=*, <»'o = o, <3'osao und ^'o=o ist: 

Aufserdem hat maa dem $• 190. gemäls 

13. A(iiE) = B(iK)=i±^, GaÄ') = H(iK)«i=^, 
und noch 

( «'(iiT) = ^' + IV, ©'(*«) = in'- ^, 

Die Formeln (2.) §• 185. geben ^ logarithmisch difierenziirt^ 

<S'(«)«^ + H(«)==.2^ + H(ii), oder JB'(iit)«5^+iJg>C«), 
^'(«) = ^,-G(«) = ^-.G(«), oder ©'(«»•) =:2^'-l®(«), 

y(«)=^-2S>+^(«5 = -Ä^+^^«)» oder ^'(iiO«-^*+,'q5(«), 

Ans den Fomnelo (14.) sieht maD zugleich, dals ff immer zwischen den 
Grenzen 1 — k', t-^-k'f also i] zwischen 1 — k und l-f*^ enthalten ist« 

Setzt man in den Formeln A(iS:-- f()=s B(«), B(JSr— ii)=sA(«i)» 
G(£— «) = I1(«) und HCK— tf)s H(tf), -^k statt +if^ so hat mao 

/A(iC+«) s= --B(v), aUo ist A(2ir+«) = A(«), 

g lB(Ä+t»)=:-A(«), . . B(2Ä+if)«B(tt), 

* \6(Ä + «) = —HC«), - - 6(2Ä"+«) = G(«), 

iHCiC+ii) = --G(tt), - - H(2Ä:+ti) Ä H(«). 

Die Functionen A («) , B (u) , G (u) und H («) leiden also kejne Aenderung, 
wenn das Argument u beliebig oft um 2K vermehrt oder anoh vermin« 
dert wird. Setzt man also in den Formeln (15.) v-^-lmK atatt n, so 
erhält mao, wenn m eine ganze Zahl verstellt a 
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J»'(«+2«»K)= t(a^^JlB + E(tt\ 

Jö'(u+2mK) «-^OüI^il^ + BCii), 

und werden hiervon die anfängliobea Gleiohuogen subtrahirf, 80 erhSIt man 

9l'(M + 2»iK) = 2»ij]'+ «'(«), 
17 j©'(tt + 2«iÄ:)= 2«iV+®'(«)» 
*'• ^ ®'(w+2iiiÄ) =: 2mV4-®'(«), 
J^'(ti + 2i»Jlf) =» — 2iiuj' + ^'(«). 
Zusatz 1. Differenaort man die Gleichungen (8.) h» (11.) $• 171«, 
so erhält man zuoiichst 

Altf.dAlti + KBItt.dBlti s= A;.HIti.dBl«^ 
Blu.dBlv^k\A\u.dAlu = A;.Glti.dGl«^ 

A'.GI».dGl«-i-^*Al<f*^AI« "^ Httt.dHI«, 
k'.mu.dmu + k.Blu,Shlu = Glfi.dGlti; 
and »ubstituirt man hierin die Werthe d AltfsAlv.Atf.dti) dBlifas 
— Bltf.Btf.dti^ dGlusss — Glu,Gu,8u, dHl«s=Hltf.Htf.dti^ so ver- 
wandebi sie sich in 

Al'ii.Atf — KBi'tf.B« as k,m'u,Uu, 
— Bl'tf.B« + A'. Al'ti. Alf SB — A;.GFtf .G«^ 
— KGl'u.Gtf + Ar.Al'ti.A« SS Hl'u.H«^ 
k'.UVu.nu-'k.BVu.Bu s — Gl'tf.Gfi. 
Dividirt man nun die erste Gleichung durch Ar.HPtfy so verwandelt sie sich in 

8n^«.A(«) — on'«.B(ti) s= H(tt), also 
.. I snc'tf.B(ti) — cno^«.A(ti) as G(«); eben so findet man 
*»«n'.«.A(tt)— dn'H.GC«) = H(i») und 
A'sno'tf.BCti)— dno^«.H(«) ss G(ii). 
Setzt man in diesen Formeln ui statt «^ indem man den Modul mit dem 
Goo|ugirten vertauscht, so erhält man 

SB' « . 9t' (tt) — on'ti . Jg>^ («) at »X«^» 

dn' » . ® ' (tf) + *» sn» n. ai' (M) = »' (tt), 

19» <cno»t<.9l'(«;— . 8nc'tt.ip'(M) = ©'(«*), 

dn'M.®'(tt) + *«on'».iÖ'(tt) = A'^a'C«), »der 
a»'(«)+A'8nc'ti.^'(tO 3s dno'tf.>a}\i<> 
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Differenzurt man die Formela (6.) §• 171« logarithmisobi so erhSIt n 
die Formeln 

(ll) — H(ll) s= ; = — , 



tau cncu 

B(f.) + H(u) = tniidnu = |l^, 

^^* A(tt) + B(tt) SB 1 — , 

B(»)-G(tt) = -5^ = 35^j^, 

A(ii) + G(«)« 5E£ü «--i-. 

Vertausoht man hierin die beiden conjugirCen Modul ^ nnd setat ui statt 
u, 80 erhält man noch 

21« < V / T^ ^ V / dn» tnou cnii ' 

a'(u)-!8'(«) = ^", 

95' (w) — ® ' (w) = *" «n « sno u, 

Ziigat«2. Da€ot(«-4)~€oKa + Ä) = g5j^jq|^|^^j3j5ima 

3;ftnfl(« + 6)~gan9(a-ft)« ^^^^^^^|"|*^^_^^ ist, so können die For- 

mein (6.) auch ako dargestellt werden : 

9C'(i*) « 

I,' (5otij'M+i)'€ot(2f)'iC+i)'«)+»)' got(4ti'JBr+i|'«)+»l'Sot(6V^+l'«»)+-- 
— V €ot(2ij'JiC— »)'w)— 1)' €ot(4))'Ä— 1|'«)— 1|' €ot(6ij'j:— ij'i*)-....., 

ij'Iong»i'«+i)'Jan9(2»j'Är+ij'«)+i)'San3(4i,'if+ij'«)+il'Jan9(6»j'Ä+i)'i«)+.... 
— »l'$anö(2ij'Ä-H)'ti)— ii'San9(4i|'iL— ij'u)— i)'5on9(6>i'Ä— i)'i»)— ...., 

®'(i») » 1,' Jang (i)'Ä+i)'tt) +1)' tong (3i)'if +i)'«) + iftan^ (Sij'iC+ij't«) +. .. . 
— ij' Jang (jj'JC-ij'ti) — »)' Jong QirfK—ri'u) — ))' Jang (5i|'K— ij'm) +...., 
^'(«)=r ,)' €ot «If— ii'tt) + »)' «ot(3))'K— i|'m)+ if 6ot(5t)'Ji:~i3'tf)4..... 



• ••• 



Vierzehnter AhsohnitU §. 201. 107 

Hleroach lassen sich also dieGröCieD %^{u)^ ^^C^)» ®'(u) und ^^C^} noch 
leiohter bereohoeDy ab die gleichlautenden c^klischen Functionen A(ti)^ 
B(u), G(ii) und VHu). 

$. 201. 

AUgemeioe Reiatiooen unter jenen Fonctionen. 

Differenzürt man die Formeln (5.) bis (8«) $. 183. | SO erhfilt lua 



1. eltf =s -^tt + HCtt), 

2. elo« s E—^u +G(u), 

3. eli« = (l~^')« + qj'(«), 

SnJstituirt man in der Formel el(a4-tf) = ela-f'eltf— Al'snasntfflnifa+tt) 
$. 65. die Werthe fA(a+u)=:§(a+u)+Eia-{-u), tAa = ^a+B(a) 
und eluss Trii + H(ti)) so reducirt sie sich auf 

e I H(a+t^) =^ H(a)*|-H(fi) — Xr^sna8ntisn(a-}-ti}^ aho 
f H(a — u) s H(a) — H(ti) + A^Bnasniisn(a~ii), 

Auf gleiche Weise erhfilt man 

l^'(a+u) = Ö'(a) + 93'(ii)— Ä:'snösntisn(a + ti), 
J»'(fl— n) = »'(a)+ »'(«) + *' snösnfisn(a—ti). 

Tertauscht man in den Formeln (5.) und (6.) die conjugirten Modul, in* 
dem man üi und ui statt a und u setzt i so erhalt man 

l^'Ca+n) = J^'(a) + J^^(ii) + &^tnatntttn(a+ii), 
Ji^'(a— ti) =5 J^'(d)— J^'(ti)— Ä''tnatniitn(a-.ii), 

und 

I B(a + ii) = B(a) + ß(ti) + *'Mnfltniitn(a + ti), 
• j B(a — II) = B(a)— B(ii) — Ä'Mnatniitn(a— fi). 

Aus den Formeln (5.) und (6.) $• 65« können eben so noch allgemeinere 
Relationen hergeleitet werden« 

(Die FortsetsQBg folgt im iiachitea Hefte.) 
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Bemerkung über die Wurzeln der algebraischen 

Gleichiuigen. 

(Von Herrn Dr. Ferd, Minding sa Bwlio.) 



m 



Jpi« seien Xif X29 ^31 « • • * ^n beliebige uoabhaogige Grö&eDi welcbe all 
Wurzeln der Gleichung Xsssaf — aaf^^+baf^^....=iO gedacht werden; 
femer sei ot, eine primitire Wurzel der Gleichung a" 3= 1 9 und man setze 

nfi s=s flpi 4- aa?a + a^^j +••••+ tt""*^»! 

80 gelten umgekehrt fiir die Wurzeln folgende Au3dracke| in denen ß fSr 
a^* geschrieben ist; 

#1 

Der Ausdruck ^ (er werde zur Abkürzung mit p bezeichnet) wird 
durch cjclisehe Verwechselung der Wurzeln nicht geändert; denn indem 
man in d jede Wurzel in die Stelle der folgenden und die letzte in die 
der ersten setzte verwandelt sich fi in atii folglich hat p im Allgemeinen 
2f3«4«...ii — 1 = m verschiedene Werthe und hängt mithin von einer 
Gleichung des mten Grades ab« Man bilde ferner den Ausdruck: 

und bemerke, dals derselbe ebenfalls durch cyclische Verwechselung der 
Wurzeln nicht geändert wird, so folgt, dals r^ ebenfalls m Werthe hat, 
wie p, und mithin nach der bekannten Methode von Lagrange rational 
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durch p ausgedrackt werden kana. Da sieh noch p immer aus dem Nen- 
ner wegschaffen laktj so kann r^ auf folgende Form gebracht werden r 
Vf, SS A'\^Bp'\'Cp^+. •..'•{' Mp"^^, in welcher ^^ B, ...• M rationale 
Functionen der CoefBcienten der Gleichung X =s sind. Vermöge der 
Gleichung t^z=i v^.i^ nehmen nun die Ausdräcke der Wurzeln folgende 
Gestalt an; 

n 

Up 8i f« 9 

oder: 

x,^m)y ^x=/iß«> ^3=r(ß'o, — ^n=Aß'"*«* 

Die Gleichungen /" =3 ^ und /*(^) s= x^ hahen die Wurzel / «ss f^ ge« 
mein^ au&er dieser aber keine zweite« Denn alle Wurzeln der Gleichung 
f^sszp oder f'ssit^ siud von der Form: ß^t^; wäre mithin für ein zwi« 
sehen Null und n liegendes f/c: f{ß^Q=^Xi^ so bütte man, weil fißf'tO 
ssjpo^i ist, Xi^ssx^^if d. h. die Gleichung JP=0 mSIste gleiche Wur- 
zeln haben, was gegen die Voraussetzung ist. Folglich ist der gemein- 
same Factor der Polynome /" — p und f(t) — Xi in Bezug auf t vom er^ 
aten Grade, und giebt, der Null gleich gesetzt, den Werth von ti durch 
Xi und p rational ausgedrückt* Man kann mithin setzen ti =s%f,(jc^j), wo 
%l4 ein ganzes Polynom vom n — Iten Grade bezeichnet, dessen Coefficien- 
ten ganze Polynome in p vom m — Iten Grade sind, die ihrerseits ratio- 
nale Functionen von a, h, c, • . . ^ zu Coefficienten haben. Da nun 
arjSs/XßO» und(ßO* = ;^ w*f so ergiebt sioh auch ; ß/^ss^CaPa), u.s. w.; 
man erhalt mitbin s 

Nun ist aber ar, = /-(ß O , ^3 = Aß'0> •••• ^n = Aß"""'0, ^i=Aß"0; 
folglich auch 

X,^f(ß^l^(^X,)), X3=Aß-^(^2)), U. 8. f., 

oder, wenn man zur Abkürzung f{ß^l^{Xfi)) = F(x^) setzt, so kommt: 
oder auch 

Hiernach lassen sich allgemein die Wurzeln der algebraischen Glei- 
chungen als wiederholte rationale Functionen einer unter ihnen darsteJ- 
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len; die Coeffioieniea der darsteUenden Funotioa liSogen aber von der 
Gldohung des mten Grades m,p A^ deren weitere Zerlegung lAigrim§€ 
in der 13ten Note «eines Werkes fiber die GleichuDgea unterstioht« 

fiir die Gleichungea des dritten Grades hängen abo diese Coeffidenteii 

Ton ^er Gleiohung des zweiten Grades A. Beseiehnen jri> ar^i x^ die War« 

sein der Gleiefanng jr^ss Zhx-\-2e, und setzt man 3fcssj^-f'A^i4'^^'»' 

wo«^ + A+l^== Oisty ferner t^sz^Pf so findet man j9^ — 2cp'\'PcsO, und 

Xt^t+Y^f(t), x^«^f(ße), a?,=/(P'0- Aus<^ = ;f unda?t=AO 
folgt: 

p-J-&Xj p— 4 ^ 

nnd hieraus 

oder: 

Alsdann ist Xs^ssF(Xf)^ Xi^ F(x^). 

Einen Tom vorstehenden nur der Form nach, verschiedenen Aus- 
druck hat bereits Herr Prof« ERU im 9ten Bande dieses Journals S« 100 
gegeben« Durch, das hier bezeichnete Terfahren kann man auch for die 
Wurzeln höherer Gleichungen ahnliche Ausdrucke finden^ nach welchen 
an jenem. Orte gefragt wird« Bei denen des vierten Grades kommt man 
auf eine Gleichung des sechsten Grades in. p, die sich aber, wie bekannt, 
durch, eine vom zweiten auflösen lälst j deren Coefficienten von einer des 
dritten abhängen« 



14. STinding, uhr einen htsandem Fott hn der Abwkkelung krummer Flachen. ]7l 

üeber einen besondem Fall bei der Abwickelung^ 

krummer Flächen. 

(Von HeiTO Dr. Minding za Berlin.) 



Am Schlüsse meiner Abhandlung im 19tea Bande dieses Journals ist be- 
merlLti dafs die Bedingungen der Abwiokelbarkeit ihre einCscbste GestaK 
annehmen^ wenn man unter p das KrummungsmaaCs oder eine Funotioa 
desselben^ und untw ^> f' Bogenlängen der Cunren von unrerSnder- 
liohem p versteht» Alsdann müssen, damit Edp^'^2Fdp dq-^- df^ ss 
E'dji^+2F^dpdq^ + df^ sei, folgende Bedingungen erfiilU werden: 

B— F' = JB'-F'» und ±iFdp + dq) = rdp + dq', 

d« h« es mub möglidh sein, diesen Gleichungen durch, eine Relation zwi- 
schen p, q, q' «u geniigen« Wenn insbesondere die erste dieser Gleichun« 
gen identisch besteht , so muis offenbar E — JP eine blolse Function von 

p, ohne q, sein, also 

JB— F» = P". 

In diesem Falle muIs die zweite Gleichung entweder irgend eine beson- 
dre Auflosung zulassen, oder integrabel sein» Die IntegrabilitSt fordert, 

dab F±,F^ eine Function von q± /, mithio ^ s=; ^i ^^^ Folglich darf — 

keia q enthalten; also muis F von folgender Form sein: FzsMq-i'N, 
wo M und jV blufe von p abliSngeii. Audi sieht man leicht, dals M nicbt 
KuU sein kann, wenn die Biegungen der Bbene ausgeschlossen werden; 
denn wäre ÜT « 0, so erhielte man F^N, E^P^-^N", folglich 
dg^^ il>P + P')dp^+2Ndpdq+dq^c:2 P"" dp^^ (Ndp + dq)\ oder 
wenn Pdp =s du, Ndp + dq = do gesetzt werden, ds^^du^ + dt^i 
alsdann wSre das Krümmungsmaab Null, gegen die Annahme. Nun sei 

^ eine nnbestimmte Function von p, und — ^ =^ ^P'y so geht der Aus- 
druck ds^^ Edp' + QFdpdq-j-dq^^ P'dp^+{(Mq + N)dp^dq}'^ 
durch Einführung vod ^4"^ anstatt q in folgenden übet: 

ds' = P'dp' + {{Mq ^Mp + N+ <P0 dp + dq}\ 

2a* 
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oder^ wenn man (P so bestimmt ^ dab MP + N-{'(p^^=:0 mcä^ 

ds" es P^dp^+{Mqdp + dq)\ 

Diese Form des Lioear-Elemeotes deutet auf eioe UmdrebuiiigsjBSdhe. 
Denn man setze q.ef'^^P^v, erf^'^Pzsz u, Pdp = Udu, wo Ü eine 
Function yon u anzeigt ^ so wird 

Dasselbe Linear* Element geben folgende Gfeichungen: 

x^au cos—, y = an sin — , z ^ f^iJO^^^nT) du, 

won eioe beliebige Constante ist; sie stellen eine Umdrebungsfläcbe^ sammt 
den schon im ISten Bande S« 367 angegd>enen Biegungen derselben da?« 
Hieraus ergiebt sich die Folgerung , dafs wenn «wei Flächen von \w^ 
Sndertichen. Kriimmungsmaalsen sich auf unzahlige Arten auf dnander ab» 
wickeln lassen, indem die Gleichungen zwischen den Argumenten ent« 
sprechender Functe eine willkürliche (konstante enthalten, — * oder wenn 
die Gleichung (25.) der oben genannten AbhandluDg identisch und die 
Gleichung (26.) integrabel ist — >, dafs sich alsdann unter den Biegungen 
dieser Flächen allemal Ümärehungsflächen befinden« Auf diesen einfachen 
und unmittelbar anschaulichen Fall beschränkt sich also die Möglichkeit, 
bei Abwickelung einer FKiche von unveränderlichem Krummungsmaa£se 
auf eine andere, das erste Paar entsprechender Functe in zwei Gurven von 
unveränderlichen und gleichen Krümmungsmaalsen beliebig zu wühlen« 
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15. 

Ueber den Fall, wenn in dem bestimmten Integrale 
r<p{x)dx die Function <P(jc) für einen oder mehrere 

Werthe von x, welche innerhalb a und b liegen, 
unendlich grofs oder discontinuirlich wird* 

(Von Herrn J« L. Raabe in Zurieb«) 



jA.uoh der TorfiegencTe Gegenstand berechtigt uns zu der mehrfach ver« 
nommenen Aeufserung: y^die Grenzen der Wissenschaft werden zwar 
immer mehr und mehr erweitert ^ allein an ihrem Eingänge ist noch 
manche dunkle Stelle zu eriSrtern." Dafs der Fall^ wenn P(x) in dem 

(t)(x)dx, für Werthe von x, welche innerhalb 

a 

der Grenzen fallen ^ durch das Unendliche geht^ zu diesen dunklen und 
noch unerörterten Stellen gehört ^ wird vonf vielen Lehrern der huherti 
Thdle der Mathematik anerkannt werden« 

Man berufe sich nicht auf die 8te Vorlesung aus hagrmigea Itefonf 
oäv auf die Stellen in Poisson^s Abhandlung über bestimmte Integrale 
(Journal de Vecole polgtechnique, iomtXL p. 31S — 34t): an diesen Or- 
ten ist der fragliche Gegenstand nur angeregt und nur für specielle Eälle 
eine Erläuterung desselben zu. geben versucht worden« 

Ehe wir zur Erörterung des vorgelegten Gegenstandes iibergeheni 
wird es nothwendig sein^ das Amper^Bche Theorem über continuirliche 
Functionen voranzuschicken: 

Stellt F(jxi) eine von or =s a bis at s= 6 continuirliche Function von 
X vor und bedeutet o) eine ohne Ende abnehmende positive Grölse^ so 
nähert sich der Quotient 

F(jr+w)— Ffa:) 

CO 

dner Grenze, die ebenfalls eine Function von x ist. Stellt man diese 
Grenze durch (P(x) dar, so dafs 
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Ist^ 80 kann zmr (f)(x) fSr fsolirto Werthe Toa ofssa hh ofsab an» 
endlich grofs werden^ allein es giebf keine endliche Fcdge von ar Werthen^ 
welche alle dieser Function nnendlioh grolM Werthe beilegtea; nberhaupt, 
trenn man von dem Falle ^ wo 

F(xy = Ax^B 

ist mid A and B Gonatanten vorstellen^ abstrahirt, so wM (P(jp) flEr ktfne 
endliche Folge von x Weiihen doien und denselben Wisrth, er mag nn- 
endlich klmn^ endlich oder unendlich grols sein 9 haben« 

Ist dieser Sats festgestellt, so bat man 

d.FCßp) as (PQt) ia^ und fipi») äx = F(x) + Const. 

Win man endlich den Wertih der Integral -Function fiir arssft haben, ialla 
dieselbe für ;r es « versehwindet, so aeigt man dieses durch die Gleichung 

2. f^(p{x)dxtsz F(b) — F(a) 

m 

an. Der Ausdruck F(d) — F(a) steUt unter Beschränkungen, die der Zweck 
der gegenwartigen Bemerkungen sind, die Summe einer unendlichen Glieder« 
reihe dar, die als Grundpfefler der Integralrechnung angesehen werden kann# 

Gehen wir nun zur Darstellung dieser Reihe ober und setaeen sa 
diesem Behufe folgendes fest: 

1) Die Function F(x) soll von x ^ssahis x^sh, die Grenz werthe a 
und h mitbegriffen, continuirlich sein. 

2) Der Unterschied ft— >a werde positiv vorausgesetzt. 

3) W09 6)19 ^f •••• ^-39 <4i-i atellen unendlich klein werdende, po« 
sitive Groben vor. 

4) Endlich habe folgende Gleichung statt: 

Dieses vorausgesetzt, setze man in (1.) statt x nach und nach die 
Werthe 

nnd in derselben Ordnung statt oü die Werthe 

80 erhalt man folgendes Sjstem von Gleichungen: 
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a 

^(a+«o)to»4 s= Llm.{F(a+«b+ö)i) — l^(«-|-tdo))9 

Addirt man diese Gldcäiungen mit BerScksichtigung der Gleidiung (3.)^ 

so hat man 

5. Fib)—F(d) 

Werden ferner in dieselbe Gleichung (1.) statt x die Werthe 

* — (0^1 — CfiU4—c«i»^ — ....— ätz— (tft 
gesetzt , mid werden in gleicher Ordnung statt ü» die Werthe 

angenommen, so erhült man folgendes Gleiobungensystem.: 

-•^(-w,.i)w,^ as Lim. {F(*-.W;,.,-w,.,)— ^(4- w._i)} , 

— ^(i-w,_4-w^,)«»-s= Li«»»' {F(ft-ta^i-M^j-w,_j) 
•. { — F(i-en».t-w,_j)}, 

— ^(d-Wj_i-w,_j-....-«x)c«H)= Lim.{F(J-odu_i-td,^.j-....-Wi-wkj) 

— F(ft--w^i-c«>,.2-....-Wi)}, 

Werden endlich diese Gleichungen addirt^ so hat man, ebenfalls mit Zu- 
siehung der Gleichung (3.)> 

7, F(b)^F(d) 

Jede der beiden Gleichungen (5.) und (7.) stellt den oben er- 
wBhnten Zusammenhang der unendlichen Gliederreihe mit dem Ausdruck. 

F(h)^F(a) oder mit dessen Werthe / (P(x)dx dar. 

Nachdem nun dieser Zusammenbang liergestellt worden ist, gehen 
frir zum eigentlichen Zwecke der vorliegenden Untersuchung über. 

Die Gleichungen (5. ) mid (7.) sind Folgen der Gleichungen (4.) 
und ( 6.). Nur in so weit diese letsteren bestehen , sind, wir auch za der 
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Amiahsie der entern berechtigt. Nnn besteben die Gleicbinigeo (4.) oacl 
(6.) aacb der obeo festgesetzten ABoabme 1) uoter der BeMfarifadu^i^ 
dafii £e lBtegrri*Fiiiictfon F\x) too jrssa bs x = ft oostininrUch sei: 
daher tmteiiiegt auch die Uotersoebiiog ober die ZaISasigkcit der GM» 
cbuogeo (5«) ood (7») in jenen FSlIen kdnoi bewndem Schwier^kei- 
ten, nemlicfa wenn die Integral« Fonction der TorleCzten Differenaal- For- 
mel (P^ßO dx bekannt ist« Es redacirt sich alsdann die Dntersodiang anf 
die Erlangung der Einsicht , ob die bduuute Integral - Function F(x) Ton 
jr SS a bis x=sb eines onendlichen Werthes fähig sei oder nidit« JKe* 
ses zu bewerkstell^en 9 bietet die Anaijs» genug Mittel an die Hand^ 
daher in diesem Falle die Untersuchung als geschlossen angesehen wer- 
den darf. 

Gehen wnr also zu dem zweiten Falle aber, wenn die Integral- 
Function der rorgelegten Differenzial - Formel (f)(x)dx unbekannt ist« 

Befrachtet man mit einiger Aufmerksamkeit die zwei Sjsteme ven 
Gleichungen (4.) und (d.), so überzeugt man sich sehr bald, dals sämmt- 
tiche AusdrScke rechts der Gleichheitszeichen unendlich klein werdende 
Zahlenwerthe yorstelien, falls die^ zwar uobekanot Torausgesetzito^ Integral« 
Function von x^=^ a bis ar = ft continuirlich ist ; woraus sogleich gefolgert 
werden kann, dab es eine gleiche Bewandnifs mit den Ausdrücken links 
von den Gleichheitszeichen dieser Gleicbuogea haben muls. Nun bilden 
diese Ausdrucke die Glieder der Reiben (5.) und (6.): daher müssen auch 
siimmtliche Glieder dieser Reihen nur unendlich klein werdender Werthe 
fähig sein« Endlich entsteht jedes Glied dieser beiden Reihen aus der 
vorgelegten Diflerenzial- Formel (P{x)dx^ wenn in der Function ^(x) 
statt X ir^^end einer dem Wertho von a bis b und statt dx ein diesem 
Wertlio von x entsprecbeudes Increment coo j oder co^ ^ oder coa ^ • • t • oder 

Wn-t g^*«<^lzt wird* 

Wenn also k irgend eine der Zahlen 

0, 1, 2, 3, • . • . n~l 
ist, und man setzt 

wo also 

c ^ fl und C '^b 

isti so mufs fiir jeden der eben festgesetzten Werthe von k das Product 

Wa-i-i^PC^)» oder das Product (f>k(p{c) 
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a 

uüM^lioh klein b!6ibeo^ damit die qnbesfimiiite Integral- Function F{x) 
fiir alle Werthe tod x, toc x ssa bis xzszb, oontinuirlich bleibe« lai 
entgegengesetzten Falle ^ wenn diese Producte far irgend «inen Werth 
won k endlich , oder gar unendlich grob sind, ist es ein sicheres Merk* 
•mali dafs die unbekannte Integral* Function in der Nähe des Werthes c 
?on X eine Unterbrechung in der GontinuitKt erleidet« Es finden alsdann 
die Gleichungen (4.) und (6.) nicht Statt; mithin kann auch, unter den- 
selben Uniständen, yon dem Bestehai der Gleichungen (5.) und (7.) nicht 
m^hr die Rede sein« 

Fassen wir nun alles bisher Gesagte ausammen, so ergiebt sich Fol- 
gendes als Resultat unserer Betrachtungen« 

Hat man den Werth des bestimmten Integrals 

/^^(ar) dx = F(b) — F(«) 

nuszumitteln , und ist 

1) (P(x) Ton ^ SS a bis x^ss b eine continuirliche Function von x, so 
bestehen die Gleichungen (5«) und (7«) ohne irgend eine Be- 
schränkung« 

2) Erleidet hingegen (f> (x) für einen oder mehrere Werthe von x^aaa 
bis x^s=^b eitte Unterbrechung in der Continuität, z« B« wird (P (c) fdr 
den Werth x^s^c unendlich grols , so untersuche man das Product 

w.(p(c), 
wo (I) unendlich klein werdend yorausgesetzt wird« Dieses Produot 
stellt. sich zuerst unter der Form ^ dar; allein setzt man c + o) statt 

und wird 

Lim.oü(p(c4:6ü) ss a 

gesetzt, so bestehen die Gleichungen (5.) und (7.), wenn a als un- 
endlich kleine Gröfse sich darstellt« Ist hingegen a endlich oder gar 
unendlich grofs werdend, so hört der Zusammenhang eines bestimm- 
ten Integrals mit einer Summe, wie solche durch die Gleichungen 
(5«) und (7,) ausgedruckt wird, gänzlich auf und die Gleichung 

^^P{x)dx = F(b)—F{ä) 



f 



ist als ein Resultat der Analyse ohne irgend eine bis jetzt aogeb- 
bare Bedeutung aazusehen« 

Zürich, den 1. September 1837. 



Cnnt^t Joimal d. M. Bd. TL, fift 2. 23 
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16. 

Sur quelques propri6tes d^une certaine elasse de 

fonetions transcendantes. 

(Par Mr. 0. J. Broch, Candidalas pbilosophiae k Cbrisüaiiia.) 



.Lies tbeoremes qiie |e vais d^montrer dans le memoire suiyaiit sont ana« 
logues aux tb^oremes que rillustre Abel a proposes dans le memoire XV« 
du premier tome de ses ouvrages completes« Ils ^noncent des propriiSf^ 

/P d ^ 
- — 9 fonetions dont M« Abel 

dans le memoire cit^ n'a trait^ que pour le cas oü n est ^gal ii 2# 

§. 1. 
Theoreme L 

Soient fo(x)f /K^)» •••• /Ui(^) des fonetions entferes de x^ dont 
les coeiBciens sont des variabirs ind^penclantes« Soient de plus R(x) et 
F(x) des fonetions entieres de x. Si Ton d^signe par CiCa«... c» les di-^ 

n 

Terses valeurs de ^/^l et que Ton suppose 

et 

2. >^(x) = B,{x).B^{x)....B^{x), 

y^^ix) devient une fonction enticre de op. En la d^composant en facteurs 
de la forme x — Xy on obtiendra 

Or^ en supposant: 



VTp en supposant: 
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' Vs;Xco.Hjf!|o«S;s\(/'.(x)/i(.)oo.2p(!^ 

^ '• 71 // 



iCn-l) 



• 2p« 

»in -*— aro taog 



n 






sin 




2.. 


CttM 


ap.»«-. 



-'(ar— «)/-(Ä(ar)) ^ 

et en d^ignant par 192 le coefBdent de -— dam le d^reloppement d'uoe 
fonctioD qucloonque x de «, je d» qu'on aura 

•i f» est un nombre pair, et 

si n est impair» 

Toutes iea valeurs de 0^e^.... e^ dans l'expression de la fonotioo 
^^ (x) doivent Stre diflff^reqtes eotre elles, tandis que les quaotit^s Ci c^ • • • • c^ 
daos le premier membre des ^quations (7*) et (8.) seront d^termin^s par 
des ^uatioM particuUdreSi que nous presenterons dans la suite* 

Demonstration. Le second membre de r^quation (2.) est uoe 
fouctioD qrm^trique de9 racioes de l'^quatioa y^-^I^Qc) =0; il est dono 
une foDCtion ratiooelle des coelBciens de oette ^quatiooi et consi^quement 
^(x) doit 6tre uoe fonction entiere de x. En vertu de l'equatioD (3,) 
les quantit^ Xip X2ß x^, .... x^ seront des fonetions des variables indepen« 
dantes qui sont les coefficiens des diverses puissanoes de x dans fo(x)^ 
^(^)f f« fnr^x(j^)* Soit X une quelconque de oes quantit^^ on aura 

9. ^/^'(a?) = 0, 
et en differentiant| on tire de 1^: 

10. dx4^'{x)^ 

— [*A^(*) f. -ff^^ +(y/;.2(^}s, g^^ +..,. 

.... Sf,{x) 2, -Q— + $f,{x) 2 g-^J 

23* 
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eo dättgnant par ^^(x) la d^riT^ de ^(ar) par rappoM k x^ et par la 
oaractäristiqae i la diffi^reotiatioo relathre aux aetdea yariablea ind^ndan* 
tat. Eo aupposaot, ponr abr^gers 

r^quatioo (lO«) doDne 

De U on tire, en multipliaut par 



12. 



c(«-«)/(B(*))V''(*) 



c(ar— a) /"(ÄC«)) 



Mcuotenaoty pour que P^quation (9.) puisse avoir lieo, noe des qoaDtitÄ 
Bi (x) f B%(x) f . • * . Bn (pe) doit Stre ^le ä ziro, Soit donn 

14. Br(x) = 0, ■ 
on troure 



DOBO 



et 



15. C,(x) -g-^ 

16. (Cp (ar))- = Ä (o:) (C^, (*))-, 



Eo «ubstituant oes valeurs dans l'^quation (13.) on aura 

Maintenant touteft lea fonctions C„«o(jr), C„-.$(x), ••*. C'oCar), jT*^. ■ 

iiont des fonctions enfi^res de x. Eo effet C».i(jr), Ci-iCx), •••• C^{jxi) 
aont ies coefficients do Sfn^i{x)^ ^/n-3(^)> •••• ^^(^) dans le second 
membre de r^quatioo (12«), et on Ies tire de la differenfiation de la 
foDCtion enticre v^ (x) par rapport aux variables lad^pendantesi .et tous lea 



-« ••• 
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terniM oÄ /U-i^) parait dans ^A(ar) ont toujoun, Gomme od le voit däns 
r^uation (2.), ^(jxij pour coeffioient. Donc, eo faisant pour abr^ger: 

19. Ux) = F{x) \C,^ {x) hfn^,{x) + C,.,(ar) if^^,{x) + .... 
ou \(^) eat une fonotion entiere de or^ on trouve 

et en d&ignant par ]S\(j?) la qiiantite Kxi^Kx2 + ....Kx^^i 

21. 2 S^^f— = -S_Mfl__. 

<?(a?~«)/(Ä(«r)) (x-«)>^'ar 

Si maintenaot od fait X (x) « \, (x)Of^) + ^a), oÄ KM s ^^^^~^Cg) 
eat une fonction entidre de x, r^quatioD (21.) donne 



22. 2_iM^^--.«-S^-M«)S 1 



M«i8 



^^ X ^ ' (x—-a)\yx 



1 1 

(X — fl) >//'j? t//(|l) 



^P'ix) \4'ix)J'- ix^a)^(x)* 

en remarquaat que a i_ KLf \ *** toujouw ^gal A z6?o« L'^quation (22.) 
devient dooc: 

25 g F(ar)<rj? _ K(a) ^ K(x) 

c(x-a)hR(^)) ^^"^ (x-a)^t.(xy 
et en integrant et remarquant que jw Xdy ssz&fXdy: 

Ci *^f, '^ ^tf^ '' V ^(«) J (,x~a)^{x) 

Pour trouver la valeur de / j4~3* il y a d r^marqucr que cette 
int^rale d l'aide de i'<^uation (19.) peut etre mise soua la forme suiraote: 

J "Pia) 
F(a)/ I -^^ --J. 
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Maintenant la quantite entre les parenth^es du seoood meinbre de?ant toe 
int^grablej od doit avoir 

" V^t» (g) / __ °\»(a)/ 

en remarquaot que 

Or cela a lieu effeotivement » car on a 



f 



»'• «^'("^ö = *'('5'^<«("^*>='(4ö)-?'(^) 



dODO 



et oela est une fonction sym^trique par rapport d p et r. Le seoond 
meinbre de l'^quation (27.) est doac int^grable« Maintenant dans toutee 



les fonctions -^7^\ ^^^ •-• l^^^y " n'exfete auoune partiequi 

ne oontienne toutes les quantit^s. /oCa)^ fi(ß)f f^tifl) **••• ^^ oonclura 
dono que 

ouy eo substituant la raleur de Cp^i(ß) donn^ par reqtiation (Il*)t 

Si n est pair, /*/"! a deux yaleurs reelles +1 ^ — 1» et 
11—2 valeura imaginaires de la forme cos -^— + /"— *-l sin -^ ^ an doo- 
nant ji |i sucoe^sivement toutes ies valeurs entieres renfermees entre len 
limites 1 et y**^« Si n est impair^ /"/*! a une valeur reelle -f-1 et 
n — 1 valeurs imaginaires de la forme eos -^ + /*— 1 sin -^ i en don« 
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nant ü p successivement toutes les valeurs entieres reDferm^es entre les 

n— t 

limited 1 et —n"* ^^ vertu de cela et eo remarquant que 

SS a log (c^ + ^') + Ä arc (taog =3 —1 
OD troure aisement^ si n est pair: 

et 81 n est impair; 

OonOy OD substituant cela dans T^quation (26.) od a 

37. inx,+^nar, + ....lnar,« C+F(a)a(a)-»(^^g^^) 
iä ff est pair, et 

38. -n«i+-n«, + ...,-nar^ = r+F(a)^'(a)— «C^^^'-^^ 

1 . * 

^11 est impair; ou parceque — est aussi udo raleur de /"/^l^ od posaat 

1 ''^ 

e, aa lieu de — x 

81 » est pair, et si n est impair 
40. <?»nar, + c,n«,+....c^nx^ = C+li'(d)^Xa)^a(P^^^^\ 

Les valeurs de ^t, ^29 Ci/ •••• <>< ^^"^ '® premier membre des ^uations 
(39.) et (40.) seroot d^termia^es par les ^quations: 

que Ton tire aisöment de requatioo (17.). 

§. 2. 
En supposant plusieurs des quaotites Xi, Xt, .... rr^ ^galos eotre 
eilea, par exemple ar|=:jr,, on aura en vertu des equations (41.): 



et cela donne^ «i tuppoMot q%9B C^{x^ et /'(ACx)) C^(x)9 
est la m&miB ehote, C'^(^) ^ A(^) ^^^(^) a^oot pM x^^Xg 
commuo: 

Oo aurt doM le th^^me Mtrast» 

Thioriue IL 
Eteot dooD^ r^gutfiM 

ou las fonctioos Cp(ar) et A(^)C^i(x) n'ont pn de dhriseor oommimf 
OD eura 

ti n est pair, et 

45. Cim,nar,+ c,man4?t+-M.r^m^na?^ = C+in:«)a'(a)-ö^^ 

si n est impair« 

f. 3. 

Si Tod loppote F{x) di?isible par (o? — ii\ F(a) devient s=Of Oo 
atira dooO| eo mettant (ar-* n) F{x) ä la place de Fijp) le th^eme que Foid: 

Theorems II L 
Lea ohoMt ^tant luppos^ les m^mes qoe daös le th^rdme II«^ ai 

oik /^(a?) est une foootion eottöre qaeloonque de ^j oo aura 

81 n est pair, et 

48, i?iiW4na?^ + f2iii2na?2 + ..#.c^m^naJ^ c=s C?— ^(F(a?)i^(ap)) 
81 n e8t impair« 

SI dan8 les formüles (44.) et (45.) oo suppose le degr^ de F(x) 
moiodre que celui de ^{R(x)), od aura 

\ X—« / \ a?— « J 

Oo aura dono: (, 
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Theoreme IV. 

Les choseB ^tant suppos^es les mSmes que dans le tb^oreme {2.)y 
si le degr^ de {F{x)Y est moindre que celui de R{x)^ on aura 

81 it est pair^ et 

81 It est impair. 

9. 5. 

Si dans le tb^or^me pr^^dent on supposeF^jr) divisible par x^a, 
on aura F(ii) = 0, et en mettant (jr — ä)F(x) au Heu de *\jr), on aura 
le tb^reme suivant 

Theoreme V. 

Les oboses ^tant suppos^es les m^mes que dans le tbeorSme (2.)| 
81 Ton fait 



51. nx = /"£M^ 



oü le degr^ de F*(#)" augnient^ de n unit^ est moindre que celui de JR(x), 

OD aura 

52. CiüRi lixi 4* ^}<'>3 Har, -)-.... c^tn^ Ux^ ss C, 

ff. 6. 

En difiF^reDtiant les ^quations (44.) et (45.) k^X fois da suife par 
rapport tk a^ on aura le th^ordme auivaat. 

TUorime VL 
Faitant 



53. nisy^r-Jn^±— 

J (*-fl)V(Ä(*)) 



Im antres oboses . ^tant suppos^ les minies que dans le th^ordme (2.)> 

OD aura 

54. C|fiH Hdri -f» ^2<tt2 ^x-i 4* * • f • c^ff>^ IIx^ 

^ , 1 ^{JPifl^ a(g)) _ /F(a:)^ (x)\ 
si n est pair, et 

CraiVa Jouraal d. Bf. M. XX. Hft. S. 24 
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= ^+rft d^-' " V (*-«)* ) 

si n est impair« Tk d^signe comme de contienne le produit 1 #2«3f«(A— !)• 

Soit %(x) line fonction rationelle quelconque de T, on peut tou- 
jours faire 

56. ^(s)^F(x)+J^^^+^^^+,.„^I^, 
^ ■ ^ ' ' (jF — ai)** (jp — a») ' (dp— a„)*» 

ou i^(x), Fi(jt)f . , . , F,(x) d^igD<>nt des fbootions entidres de x, Oa 
aurtfi doDO en vertu des th^orSmes III. «t VI. le tb^rSme qui 9uU* 

Theoreme VIL 



57. nar«r|Mi£, 

-^ /(JB(x)) 
3(4p) ^tent determin^ par reqiiation (56.), on aura 

€?— (5(*)^(*)) + fj5; 5;^rr=i +|^ 5^.-=i +». 

11 11 est parr, et 

C-.(5(x)a'(.))+ j4;.^|4l5:^^ + j^ÄWO^^.,. 






81 it est impatr. 

En oonftiderant un certäin nombre /n des qiiantit^s Xi, x^f •••• jr 
oomine variables ind^ermin^ , las ooefficients de x duns les tone* 
tions fi(x)f fi(^)ß •-•• fn^ii^) seroDt des foDCtioDs de Celles «d et d^fer« 
minies par m des ^guations (41«)« Le plus graod nombire des variables 
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iod^pendantes est dono ^gal au nombre des coe/Bcieos de x dans /SKar)^ 
fi(x)f « • « • fn^i(^)» ^^ Ia somme d'un nombre quelcooque de fonctions 
de la forme (57.) fiera dono r^uite i Taide des ^quations (58.) et (59«) 
A un Dombre d^termin^ v de fonctions de la mSme forme^ 8ui?ie d'une ex« 
pressioD alg^brique, logarithroiqiie ou oirculaire« Pour trouver oe nombre v^ 
floit le d^gr^ de |{(ar)ss p, ^t de /!Ut{^) «=> r/ la moindre valeur de /ük 
est ^Tidement ^=^ nr'{'(n — i)p. On trouvera dono en ajant dgard ä la 
fonna de la fonotion ^(x)z 

Le degr^ de j^j(^)s=^ ••#••««••«• r; 

Le degr^ de /!^^i(^) dgal.au nombre entier que contient r -) — ; 

'^e degr^ de fn^i(x) egal air nombre entier que contient r-|--£; 

Le degr^ de fi(x) ^gal au nombre entier que contient r^ ^'^^ ^ ; 
Le degrd de f^(x) egal au nombre entier que contient r+ - • 

Dono le nombre des coeflioiens est ^gal ä la somme de itr-|-^ — 1 ^^ des 

nombres entiers que contiennent leg fractions -^, — • • • • • i^ill-Ü, - ^ ^ ; 

rn remarquant qn'en vertu de la forme des ^uatioos (41.) un des coef« 
ficiehs doit dtre arbitraire« En retranchant oe nombre de iir4-(n— 1)/^, 
on trouvera v« On a dolio le tbdoreme suivant« 

TAe'onSme VII L 
Seit fix SS f f ^ - ^ ' , od ^(x) est une fonotion rationelle qael- 

^ irmx)) 

conqne de x, et R(x) une fonotion entidre du d^gre p: la somme d'un 
nombre quelcooque de fonctions de cette forme sera toujours reductible h 
une expression algebrique, logaritbmique ou circulaire, et k un nombre y 
de fonctions de la m^me forme« Ce nombre v est ^gal ä la differenoe 
entre (n— -1)(;9— 1) et la somme des nombres entiers que contiennent les 

fraotions -£-, -2, •••• ^^~ ^P . Si Xi, Xt, .... x„, sont Im variables m- 

d^endanteS) les variables dans les v fonctions de la forme (57.) sont les 
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vaciaes de l'equations 

ß0^ ±M . _ 

§. 9. 

Si plusieurs de« quaotit^s x^ X2f •• . . x„ 80Dt Egales entre ellea, 
m des ^qoatiODS (41.) oe saffisent pas pour d^terminer les ooefficiens des 
fonctioDB fo{x)^ fi{p^)f •••• /fi-i(^)* ^^M ce oasy en laiaaDt pour abr^ger 

6. c.C,(x)'^^(R(x))C^^{x) = ^(x), 
et en supposant ^^csxsKarjs:....^^!^ on aura les ^uatlam: 

62. e(^i)=o» e'(^')=o, p"(xt)=o, — e'"*(«i)=o. 

Chrbtiania en Norvegue le 1 Aoüt 1839« 
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17. 

M ömoire 

sur diflerens procedes d^int^gration^ par lesqnels on 

obtient FattractioD d^un ellipsoide homogene dont les 

trois axes sont inegaux, sur un point exterieun 

(Pur Mr. /, Flma a Törin.) 



JLi'bjstoire des principales recherches des g^omStres sur oe probleme c^ 
löbre est trop counue aujourd'hui pour qu'il soit n^cessaire de la rappeler 
ioi« 1^9 discussions qiii se sont elev^es demieremeDt dans le sein de 
TAcad^mie des ^ciences de Paris, ont meme contribu^ A la rendre plus 
lumineuse par des rapprochements nouycaux* Ainsi^ je suppose u mon 
lecteqr la connaissaoce des eorits ant^rieurs sur ce sujet, et je hVre u son 
jugement celui que je Iqi pr^sentef 

Probabiement I pour tous ceux qui sont au fait de oes nombreux 
^oritSy il doit paraftre superflu, au premier coup d'oeil^ de publier, en oe 
momenty un aussi long Memoire sur U meme matiere« Effeotivement| je 
ne Tavois d'abord r^dig^^ en grande partioi que pour ma propre instruo« 
tioui apres la lecture du savant Memoire publik par M. Pois^on dans le 
XII l*^"^ yolume de TAcad^mie des Sciences de Parist MaiS| mes idees 
ont chang^i lorsque, par une mtSditation suirie^ mon travail m'a paru 
avoir acquis un plus grand degr^ d'importanqe par la nouveaut^ des mojens 
que j'ai employ^s^ soit pour retrouyer les r^sultats connusj soit pour les 
^lairer mutoelleroent« 

C'est dans le corps meme de ce Memoire ^ que Ton trouvera lee 
r^fiexions nouvelles que j'ai eru convenable de faire sur les difF^rentea 
formules auxqiielles je me voyais conduit par mon analyse. Je m'abstiens 
de les concentrer dans oe pr^ambuloi paroeque leur maniere d'Stre est 
inh^reiite au langage algebrique. Les quatre paragraphcs dont ce Me- 
moire est compos^i constituenti ik certains ^gards^ quatre M^moires qu'on 
pourrait s^parer; mais^ en les r^unissant ils se pretent un secours mutuel^ 
sans qu'aucune partie de Tensemble de ces regbercbes devienne Strengere 
au but prinoipaly d^clar4 par le titre du Memoire« 

CnUe'i loimua d. M. Bd. XX. Hft. 3. 25 
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On verra dans le quatridme paragraphe quelle est mon opinion et 
ma roaniere de oonsid^rer la Solution doon^ par Legenäre en 1788» 
C'est UD cbef-d'oeuvre d'analjse; si par le mot analyse^ on yeot bien 
entendre uue suite de transformatiOD« des formudes primitives dans les« 
quelles le raisODuement est en partie remplac^ par le m^canisme du eA^ 
cuL Abstraotion faite de la longuc^ur des oalculs c'est^ h mon aris, la so« 
lution la plus directe qu'on ait dooniS de oe probleme jusqa*^ oe jour« 

En effet; tout bien i^onsid^r^, il me samble qu^en pareil oas^ on 
doit enteodre par Solution directe^ eelle ou Ton somme les attractions dea 
^l^meus prismatiques de la masse^ paralleles aux axes; ou bien, celle ou 
Ton somme les attractions des elemens de la messe, form^s par de petites 
pyramides tronqu^es qui convergent vers le point attir^. Car ^es attrac- 
tions ^l^meutaires sont les seules qui peuveut Stre d'abord exprim^es aans 
le signe integral, apres une sommation fdtt simple, op^r^e sur des ^1^- 
mens, doot les trois dimensions sont infioimeot petites« 

Si Tattraction des courbes elliptiques sembiables a aussi la propriet^ 
de pouvoir etre exprim^e independamment du signe integral, il faut avouer 
que ce n'est point lu le cas d'une d^composition primordiale et f^nde, 
eomme celle des ^l^mens prismatiques ou pyramidaux, puisqu'elle exige 
deux int^grations. Et si eile a eu un suoces complet dans la question. 
actuelle, cela tient k des combinaisons heureuses qui, probablement, n*au- 
raient pas ^t^ saisies, apres avoir concue Tid^e d*une teile d^composition, 
a une epoque ou la veritable Solution et les varietes de sa forme etaient 
ignorees ou faiblement sup9onDees. Pour justifier cette derniere phrase, 
il me suffira de faire observer, que D'Alemhert avait des doutes sur la 
proposition de Maclaurin , mcme en la bornant au cas particulier pour 
lequel il Pavait ^nonc^e, sans demonstration, dans Tart. 653 de son Trmfe 
des fluxions. 11 est vrai que ces doutes ont et^*bieut6t dissip^ par 
D'Alembert lui - meme ; mais ils attestent une maniere de voir fort ^oigo^ 
de Celle de nos jours *). Le passage de la page 171 du Tome Vll. de 
scs opuscules, oü WAlemhert sombte adraettre la possibilit^ d^exclure de 
ce probleme les transcendantes elliptiques en ofire une preuve non moins 
remarquable« 



^) Voycs la page 242 da Toine VI. et la page 103 da Tome YIL de ees epasculee» 
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Ainfti que Mr. Pohson Ta d^dar^ loi-mSme, ga Solution , par la 
decomposition de rellipsöide eo cooohes elliptiquea sembiables^ n'exige- 
auoun principe nouveau d'analyse ; et i oet ^gard eile pouvait dtre trouv^e 
par Lagrange en 1773 ^ lorsqu'ü a compo8^ «on preinier Memoire sur ce 
8U)et« Pour appuyer une teile opiaiODi od pourrait ajouter, que Taagrange^ 
ä cetle epoque^ avait poa^ lui-meme la base d'uo principe geoeral pour 
operer le obaogement des variables soumises aux integrales doubles ou 
triples« MaiS| malheureusementy l'esprit bumain ne sait pas toujours plier 
le cas geoeral au cas particulier qu'il ooDtemple. D'aiileurs^ nialgre la 
gen^ralite de cette transformation de Lagranye, eile ne »aurait oomprendre 
Celle employ^e par Mr» Pohsan, qui revient ä traDsformer une integrale 
double en une integrale triple, ä Vaide du principe de L^bnitz pour d!f« 
feri^ntier les fonctions soumises au signe integral. Suivant ce prinoipei si 
X est un param4(re| et x^ y soni deux variables, ou a 

de sorle qu'on doit regarder cette transformation comme capable d'augmen« 
ter^ en g^n^ral, la difficulte: maiS| dans ce cas particulier , eile a i'avan« 

tage de rcndre possible la double integrale / dyj -^ — ^l^* ' ^^> ^t d© 

presenter le resultat sous la forme la plus lumineuse pour le but qu'on 
a en vue. 

Tel est le v^ritable motif du succds de cette m^tbode. Et si Tidee 
de la d^composition par couches elliptiques semblables^ veut ^re qualifi^ 
aujourd'bui comme simple et presque spontan^e, je ne sais si cela est 
permis en posant bien les difficult^s d^ex^cution qu'elle präsente u prioru 
Pour les surmonter, voici, si je ne me trompe, rorigihe de Tartifioe em- 
ploye. L'idee d'appliquer k l'attraction de rellipsöide les formales relatt» 
ves ä la transformation des coordonn^es est asses natorelle, et on voll 
qu'elle s'est present^e k Lagrange en finissant son Memoire ^). A la v6» 
rit^ c^etoit pour un but peu ou point efficace pour faciiiter les int^gra- 
tions: mais l'id^ ^toit en eile meme originale , et on peut conjeofurer, 
que c'est en conservaot le principe et en variant le but^ qcie Mr. Poisson 



*) Vojei page 146 i% Vol. de rAca«leiiiie de BerNn povr raiw^ 1773. 
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a puiB^ dans oette conoeption le iDoyen de faire disparaitre lee ito\% reo 
tanglea qui rendent fort compliquee la forme primitive de la diffi^rentielie 
qu'on doit integrer pour avoir l'attractioD de ia couche elliptique« 

L'attraction des couches coniques considcrees par Ltegendre a aussi 
la propri^t^ de pouvoir etre exprim^e saos le signe integral: mais c'eat 
eooore la uoe cons^quence ^loiguee qu'on tire de la sommation des attrao- 
tiona dues aux petites pyramides tronqu^es« Si la forme la plus simple 
dont lattractioD de la oouche oonique ent susceptible se trouve conolue 
dans le Memoire de Legendre, par un retour sur la meme iot^grale double 
doot on a d^jik effeotue uoe des doux int^gratioos^ oela n'empeche pas de 
regarder sa Solution connue directe, puisque la conclusion est tir^, sans 
l'emploi des series, d'une propri^te qu'il a su mettre en ^videnee dans le 
r^sultat trcs compliqu^ de son Integration. Au reste, seit pour les cour« 
bes eliipliques, soit pour les oourbes coniques ^ la difficulte cousiste h ex« 
primer leur attraction sous la forme la plus convenable pour tirer du r^« 
dultat le thöoreme de Maclaurin, dans le cas geni^raU A cet ^gard, la 
Solution de hegendre et celle de Mr* Poisson ne laissent rien ii d^irer« 
En comparant ces m^tbodes d'int^gration A bien d'autres qu'on pourrait 
iniaginer, on saura mieux apprecier les avantages qui leur sont inh^rens* 
Alors on sent, que dans ce probleme^ il ne sufßt pas d'ex^outer une des 
deux iutcgratious; mais qu'il faut en outre savoir cboisir, non seulement 
les variables^ mais encore le procedä de Tintegration. C'est par ce choix 
qu'on peut a la fois, lire dans la forme meme du r^sultat le th^rdme de 
Maclaurin, et avoir son expression de maniere qu'il soit imm^diatement 
reductible aux transoendentes eiliptiques de premiere et de seconde espece« 

Des qu'on renonce au principe des points correspondans oonsid^r^ 
par M. Ivorjf, les difficult^ inherentes au probleme dont il est ici questioQ^ 
naissent de la circonstance qu'il est implicitement ins^parable de deux 
autres problemes dont la Solution devrail pri^ceder« Mais nn tel ordre est 
raremeut oelui que suit Tesprit bumain* II faut une ^tude approfondie 
du sujet dans son ensemble, oomme dans ses details^ pour le rdduire ä 
plusieurs autres questions, cbacuue susceptible d*une Solution plus facile« 
Maiutenaut) lordre suivant lequel on doit proe^er dans cette rechercbe 
me parait bien d^ermio^, et c'est en rxkj conformaut, que j'ai d'abord 
exposc dans les deux premiers paragrapbes la Solution des deux questions 

auxguelles la question principale est intimement liee« J'ai pense^ 
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qu'un tel ordre datis Texpoeition etait le seul oapable de faire sentir les 
motifs des calculs qui se succedeot« 

Je oe puis^ au reste^ partager les opinious de eeux qui regardent 
le Probleme de l'attraction de reliipsoide comme un de oeux destinös A 
^tablir la sup^riorite de la syothese sur l'aDaljse« Cela n'est peut-etre Ja- 
mals vrai^ si on veut bien sooger h la fois au mode de la Solution et 
ä i'expressioD des inconnues en langage alg^brique. Mr« lAouville, uo 
des plus graud g^omdtres de notre ^poque^ vient d'eo fournir un nouvel 
exemple frappant ^ en demontraut par Tanaljse des formules d^couveries 
par Mr* Poiswn par des idees syuthetiques ^ et qu*il oroyait fort difficiles 
ä ^tablir d'apres des consid^ration de pure aualyse*)« Toutefois j'admeta 
Sans difficult^y que les solutioos analytiques ont souvent besoins d'etre 
^labor^es et ameliordes« U me semble^ que foffre dans ce Memoire 
Texemple de quelques unes des am^liorations qu'on pourait desirer dans 
les Solutions analj^tiques du probleme que j*y traite. Le lecteur capable 
et impartial^ jugera jusqu'A quel point fai rempli cette lache« 



«. 1. 

Analyse de requaiion du S'^"*^ deg^ö, propre a determiaer la sorface d'un eüipsoide, 

assujeilie ä passer par un poini exterieur a la surface d*uii autre ellipsoide donne; 

les sections priucipales des deux ellipsoides ctaut dccrites des mimes foyers. 

1« Soit le point cxl^rieur attirei en raison inverse du carr^ 
de la distanoe^ par chacun des Clemens dißerentiels de la masse de Tel« 
lipsoi'de: placons dans ce point Torigine des coordonnees rectangulaires^ 
et d^siguons par x, y, z oelles d'un point queloonque de sa masse« La 
direction des axes qui passent par le point 4tant arbitraire» nous la 
aupposerons teile qu'ils soient paralleles aux trois axes principaux de Tel- 
lipsoide donn^« 

Ainsi| en nommant a^, b^, c^ les demi-longueurs de ces axes, et 
a, b, c les coordonnees du oentre de reliipsoide , on pourra repr^enter 
requaiion de sa surface par 



^m 



*) Yojez le No.2. des Comptes-Readas. S<aiice da 9 Juillei 1838. page85' 
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L*4quation de la surface d'un autre ellipsoide assujetti h passer par le 
meme point O, sera 



et corome eile doit etre satisraite en y posant x^as^O^ yssO| ^taeO^ 
on aura 

II est tfviJeat qu'il y aura uoe ioCuile d'ellipfloYdes , soumis ä cetle 
aeale conditioo: mais si Ton ajoute, que ies exceotrieites des trois sectioos 
prinoipales doiveot dire respectivement lea memes que Celles du premier 
ellipsoide 9 il faudra qu'on ait Ies equations 

a\^b\=^A\-^B\i a\-c\^A\^C\i h\-c\^B\~C\, 
lesquelles donnent 

De \k je cono)uS| qu'en d^termiuant A\ par requatioo 
on aura 

pour requatioo de la sur face d'un ellipsoide qui passe par le poiut attir^ 
et qui ait ies memes excentricit^s que Tellipsoide dono^« 

Au lieu de T^quation (2.) oo aurait uoe equation fort simple du 
premier degrd| si on Toulait seulement que le second ellipsoide fut sem* 
biable d Tellipsoide donne^ puisqu'alors on aurait 

A\h\^B\a\, A\e\^C\a\, 
et par oons^uent 

j; «<,.+ ». {|.)'+^(£.)\ 

Ainsi ce cas ne präsente aucune difßcult^* Revenona dono au preoedenty 
et faisons 

Alon, Ies ^aations qui d^terminent la surbce du second ellipsoide | sont 

*• a;-h» ^ 6J+* "T" cj + ü ■" *♦ 

5 (>-x)* (»-y)V , (c~t)' _ . 
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L'equatioD (2.) a sur l'^uation (4.) Tavantage de faire voir, d'un 
coup d'oeil, queA\ est une fonction des cinq qoantit^s a\ h\ c^, a\ — b\, 
a\ — c\^ laquelle aura necessairement la meme valcflir (les ooordonn^es 
a, b, e demeurant les roSmes) pour tous les ellipsoidea decrites des md* 
mes foyers que Tellipsoide donne. 

2. L'<Squatioii (4.) ^(ant du troisieme degr^ par rapport ä o, il 
est iDt^ressant de savoir a priari, si eile admet deux racines imaginaires« 
Seit, s'il est possible^ m^p-{'t/ /* — 1 ; il viendra en sobstituanti 

OoDC en egalact ä z6ro le coefficient de /" — 1 , on aura 

Or, il est manifeste, qu'en prenaot pour p et q des quantit^ reelles il 

est impossible de salisfaire ä oette ^quation autremeot qu'en faisant ^ = ; 

ce qui donne 

m s=s p z=z une qumUite reelle. 

La forme meme de TtSquation (4«) suffit pour d^montrer, que m doit avoir 

une valeur positive. Car, en posant {vsO, le premier menibre devient 

plus graod que Tunit^, puisque la condition propre k exprimer, que le 

point attire est exterieur a Tellipsoide est pr^cisement 

- + - + -> 1; 

et en faisant mss (X)^ le meme premier membre devient nul« Donc il y 
aura ^ enlre les limites i3 = 0) raessoo^ une quantit^ positive oapable de 
rendre le premier membre de requation (4.) ^gal k Tunit^. 

Pour exdure la possibilit^ de deux racines positives dans la mdme 
^quation observons, qu'en nommant <s' une seconde valeur positive de <v^ 
on aurait aussi 



de Sorte quVn ^galant ces deux expressions diffi^rentes de l'unit^, on a 



De la on tire, en supprimant le faoteur commun m' — m^i 

a^ ^1 ^1 

*• ^ ~ K+WH-I+«') "*"(*?+«)(*?+•'; "^IcJ+wjCcI+wO' 
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o'est-d«dire une ^qnatiOD ^yidemment impossible» bi en effet cbaonne des 
deox racioes m et 0' etoit positive« Gelte cons^quenoe et la prec^dente 
demontrent que L'^quation (4») a deux racines negatives et une positive» 
Cest aossi ce qu'oo peut faire voir ii i'aide des prinoipes ordinaires. 

En faisant disparaitre les d^nominatetirs» I'equation (4.) devient 

= (iij+ci)(*j+p»)(c;+«j, 

ou bien, en d^veloppaot les produits indtqu^s, 
8t 0^tD^'J^w\a\ + b\ + c\ — d' — b^—c') 

Le dernier terme de cette eqiiation est n^oessoirexnent n^gatif ; car^ en le 
divisant par o^blcl^ on a le qiiotient 

qui est negatif, conformement a Tinegalite Stabile plus baut« L'^qua«- 
tion (8.) a| par cons^quent, une vacine positive au moins* Pour deraon* 
trer qu'elle a deux racines negatives il suffit ici de prouver» suivant la 
regle de Deseartes, que les coeffioients de m^ et & sont de meme signe, 
ou que le premier est positif et ie second n^atif» Soit| pour plus de 
simplicit^ 

üf = a^ + JJ + cJ-a^— *^— c^ 

N ^ a\b\^a\c\^b\c\^a\b\+cX)--b\a\^cX)--c\a\^^^ 
De \h on tire 

M{b\^c\)^N = b\^b\c\ + c\ + h\a\--b\) + c\a\^c^^^^ 
Donc en disposant les quaotit^ a^ b^^ Ci de maniere qu'on ait Hi'^bi^ 
ail>Cg, le second menibre de oette ^quation sera necessairement positif; 
ce qui seralt impossible en supposant 

4f == ne^atifi N = positif. 

Les seules formes admisibles de I'equation du 3*^* degre en m sonti par 
cons^quenti 

m^—Äm'^Bm^C = 0; c?'+ Jci'4- J5©— C = 0; 

©' + Jw^— B» — C =3 0. 

Or| ^tant d^montr^i que les trois racines sont reelles , chacune de oes 
^uatiomi doit avoir une racine positive et deux racines negatives« 
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Cela pos^i Ä ron ^orit 

au liea de l'^atlon (8.) en faisant o =s — ^ — ^ ]a traosform^ en z sera 

«*— (3ilP— 9iV)r — (27C+9ill2V— 2ilf^) = 0, 
et ses trois radnea seront doon^es par les formules suivantei; 

0083^ — s X . 

2(M»~3/ff)* 

«' = +2/-(i!f^— 3A^)co8(p; 

«" = — 2 ir(i>r— 3 AT) C08 (60^— (p) ; 

«'"= — 2/"(iir— 3iV)oo8(60° + (p). 
De lü on tire la cons^quencei que la valeur positire de o sera foujours 
oomprise entre zero et la quantit^ f /"(ilf ^ — 3 iV) — ^ ilf« Ji l'^gard des 
deux raomes n^gatiresi voioi commeDt on peut en fixer des limites dont 
l'expression est beaucoup plus simple* 

En d^igoant par — a^ — ta^' les deux raoines negatives qui satis*- 
font a r^quation (4.)| on aura 



o 



a^ h^ e^ 



Ori on con90it que ces deux ^quations ne peuvent s'acoorder avec Tin^galit^ 

a^ h^ c^ 

Oj ^, Cj 

Sans adniettre k la fois : l''. que les deux quantit^s m\ m'' surpassent en 
grandeur la plus petite des trois quantit^s a\, h\, c\ c'est«ek«dire e\i 
V. qu*elles demeurent inferieures k la plus grande a\ de ces trols quan- 
.tites# Ainsi| on ne peut faire que deux hypotbeses: la premiere que ts^ 
et ts^' soient comprises entre c\ et h\ ou entre h\ et a\i la seoonde^ que 
U plus grande des deux se troure oomprise entre b\ et a]# La premi^ 
de ces deux bypotheses est inadmissible: en effet, si on retrancbe Tune de 
Tautre les deux equations pr^c^dentes, en supposant tn'^^m'^ on aura 

c*est*ä«dire une ^uation impossiblei puisqu'elle serait composde de trois 
parties positives. 

Crelte's Journal d. M. Dd. XX. Hft. S. 26 
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On d^monfre de la meme roaniSre qu'on ne aaurait regarder fs' et 
m'^ comme comprises entre h\ et a\ . Ainsii il faut n^cessairement accor* 
der, que la plus grande m'^ des deux quantit^^ en question est comprise 
entre b\ et a\j et que la plus petite m' est comprise entre c\ et h\. 
Cela pos^y il est olair que Fintroduotion des raoines n^gatiFes — taf^ — o'^ 
dans r^quation (5.) donnera deux hyperboloides distincts; un d nne seule 
nappe, et Tautre ä deux nappes qui passeronti aussi bien que rellipsoide^ 
par le point attir^, tout en ayaot les m€mes excentricit^ que Tellipsoide 
donn^* On voit par \h qu'a Taide de cette remarque, on peut donner 
une Interpretation tout-ä-fait geom^rique k chacune des trois racines de 
r^quation du S^'' degr^ en m., 

Z. Pour adapter les forroules pr^cedentes au cas des ellipsoides 
semblables au premier, nous y ferons 



«1 « «1 



m = -rr > « = --f t 



et 9 pour plus de syro^trie, nous poserons a\ = Ar. Alors, en roultipliant 
par a\ les deux membres des ^quations (1.), (4«)| (5.) et posant 



"^ ~ "^ — T> 



il viendra 



*"• 1 + f. ^ i-t-my ^ 1+ny ~ '^^ 

11. (?-^)* , m(lr->:r)* JL.!±IZl}L ^ k 

Avant d aller plus loin y il Importe de faire oohnaitre une propri^e 
remarquable du plan tangent ä la surface expriroee par Tequation (11 Of 
xnene par le point attir^, c'est-a-dire par Torigine des coordonn^es« Cette 
^quation donne 

dcc ^ ^ n^c-^z) Vl + y /» 

dz ^ mjb'-'y) ( l'^nv 'i 

dy '^ ^ ^ . nCc— *)\l-fmi»/* 

DonC| en faisant arsszO, y^O, zrsiOp on aura 

12. x + *.-2-(;-±^)+y.i^(|t^) = 

■ nc Vl + f/ / * -^ HC M-|-mf/ 

pour P^quation de ce plan tangent« En y substituant pour v sea trom Ta* 
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leurs reelles on formera les ^quations des trois plana tangens aux trois 
surfaces du aecond degr^ qui paasent par le point attir^. Or, ii est facile 
de d^montrer^ qua ces trois plans sont rectanyulaires. En effet; soit v 
une seconde valeur de y> les deux plans fourois*par requation (12.).en 
j rexnplayant v par v' se couperont h angle droit » si on a I'^guation 

" *"**n»c*Vl^y /Vrf7"/"'"n«c» Vl+mvAl+mW 

ou bien 

Or» oette ^uation est effectivement vraie, puisqu'en y fabant v = ^^ 

v's::-? eile coincide avec Tequation (6,) qui lie deux quelconques des 

*** 
trois racines de Tequation en 9. 

En coDsid^rant la normale au plan exprim^ par T^quation (12»)| 
menfe par Torigiae des coordonnees, et nommant €^ f, g les comnus des 
angies qu'elle forme avec les axes des x, y, ;s^ on a: 

oe qui revient k diroi qu'en posant pour plus de slmpücite 
nous arons 

• ö ' 

g Q 

En d^ignant par «', f, g'i «", f", g" ce que deviennent ees formules 
lorBqu'on j remplace )t d'abord par vf et ensuite par y'\ on aura I'exprea- 
don des neuf cösinus qui determinent la position des trois normales qai 
80 coupent ä angle droit h l'origine des ooordoon^. Dono, en oonsid^ 
rant ces trois normales oomme trois nouveaux axes qui oot la mSme ori« 
giue que les premiers, on pourra appliquer i oes neuf cosmtu toutes les 
^quations par lesquelles ils sont li^s, conform^ment ä la th^rie connue 
de la transformation des coordonnees dans l'espaoe. 
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4« L'^tude de r^c{uation (4,) präsente une autre propriete g^tne« 
trique que je vais exposer* En pla^ant rorigioe des coordonn^es au centre 
de rellipsoide ^ et determioant un point de Tespaoe par les coordonnees 
a', V, & telles qu'on ait 

ce point rora plaä€ sur la surface de rellipsoide donn^* En effet^ ces trois 
^quations donnent en vertu de T^quation (4.) 

a''^ 5/2 ^/» 

Les points dont les ooordonn^cs sont a, b, c} afy Vj c' sont les deux 
points nomm^s correspondans par Mr. Ivory. La propri^t^ geometrique 
dont j'entends parier est relative aux rajons-vecteurs lires de chacun de 
ces deux points k la surface des deux ellipsoides concentriques, Voici en 
quo! eile consiste« Puisque, d'apres T^quation {A.)^ on a 

a'^j^h'^j^c'' = a^ + *^ + i?^ — w, 

et qu'en comptant les coordonn^es depuis le centre de Tellipsotdei on a 

AM* «/' y* 

^ _\y L -— 1 

^1 '^t •'i 

on peut ecrire 

«« + j« + c«= «' + J^ + c'-«(^+|^ + i^). 

En ajotttant dans le second membre la quantit^ nulle (a?Vy'+^^) — (^'+T^+*^)> 
on aura 

Dono en faisant • 

nous aurons 

Mais les ^quationa 

a'x'zs^axy Vy^^ssiby, dz'zszez 
donnent 

£^ — ^ tL zl V* _ X* . 

partant on a 

^i ^ ^! ^ ^ «? ^ *; ^ «f ' 
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ce qtii revient ä dire, que lo point dont les ooordonnees sont x^, y'y x! 
est sqr la surface du seQond ellipsoide: c^est le point correspondant k celui 
qui se trouve place sur la surface de i'eilipsoide doon^i et qui est d^ter» 
tniDÖ par les coordonn^es Xy y, z. 

Ces mSmes equations dbntient 

i,'2+ h'^j^ c^Jif. jp'^+ /2+ «'^— 2 (a V+Jy +(/äO 
= a' + ft^ + c-+jrH/+-' — 2(öÄr+Äy + c:r)} 
ou b!en 

II est Evident que^ par les mSmes raisons od a 

C'est en vertu de T^galit^ de ces rayons • vecteurs, qu'on peut^ par laseulö 
oonsideratioD des Riemens de Tiot^gralei ramener imm^diatement Tattrae- 
tion sur un point ext^rieur au premier eliipsoide h l'attraction sur un point 
Interieur du second ellipsoide« Sur cela oo peut voir le premier Volume 
des Fontions eiliptiques de Legendre (pages 541 — 544). 

Au reste, il est plus naturel de conjectureri que la d^couverte des 
poinfs correspondans a ete faite par le simple rapprochement des forroules 
pos^es dans les pages 11 et 21 du second volurae de la Mecanique Celeste. 
En efiet, si Ton nomme a', h'^ c* les coordonn^es d'un point plac6 dans 
Knt^ieur de la masse M' du second ellipsoide , et X', Y', Z' les com« 
posantes de son attraction sur ce point^ les formules de la page 1 1 donnent 

3a'M' ^ ^,_ 3h'M f d.XF \ ^, _ 3dm' ( d.X'F \ 

DonC| lea formules de la page 21 reviennent a dire, qu'en nommant 
X, Y, Z les composantes de l'attraction du premier ellipsoide sur le point 
ext^rieuri on a 

II sait de li qu'en faisant 

a Ay h B| c C 

on aura 

T" — ^ '^i T' --» /*! ^1 ^j ^1 y/ .^ ^1 ^\ Y* 

A otuellement 9 si, en consenrant les coordonn^es orthogonales, on rem« 
place X et X' par leurs expressions primitives aflect^ du triple signe 
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int^aly on Terra aussitdt j apres aroir eSectu^ itiie des trois iategratioiuii 
que cette egalite peut £tre ^tablie a priori par la oonsid^ration des points 
correspondans. La d^oouverte de 1fr* Ivory ^tant ainri pr^eot^e, on 
cou^oit qu'elle ne pouvait r^pandre aucune lumiere sur rint^gration qu'il 
fallait ex acuter, et qu'il faut la consid^rer comme an nioyen tres-^l^gant 
d'elader la difficulte qu'offre le probleme de rattraction de rellipsoide sur 
un poiDt exterieur» 

Avant Mr. Ivory on comparait les attractions des deux memes el« 
lipsoides sur le meme poiiit, en le consid^rant d'abord comme ext^rieur 
a rellipsoide donu^i et eusuite comme plac^ sur la surfaoe du seeond; ce 
qui revenait ä faire immi^iatement a' = a^ d^ s=s h, & ^ c. Alors^ le rap«- 
prochement des formiiles pos^es dans les pages 11 et 21 que je viens de 
citefi doone 

^~M'^^ .^W^' ^^W^' 
Et de la on ne pouvait rien conchire sur le rapport des attractions exer« 
c^es par les el^mens prisroatiques, Mr. Ivory, en comparant rattraction 
de Tellipsoide donn^ sur le point qui lui est exterieur ä oelle que le se» 
cond ellipsoide exerce sur un point qui lui est int^rieur a pu d^couvrir le 
rapport 

X' '^ B^C^ 

qui subsiste pour les attractions totales aussi bien que pour les attractions 
diementaires* La difficulte d'imaginer Texistence de ce rapport sous oe 
double point de vue etait assez gravet mais IfAlembert en avait dejä 
foumi un exemple remarquable par sa manidre de d^mootrer le th^oreme 
de Maclaurm (Voyez le tomeTIL de ses opusoules pages 104 et 112). 

5* Je vais maintenant exposer diflB^rentes transformations qu'on 
peut faire subir ä Tequation (10.) 

[15.] a\l+mvXt:\'nv)+tnb\l+v)(i + nv)+nc\t+v)(l+m^) 

— *(l + v)(I+iiii/)(I+nv); 

15. s= v'.iiinÄ- + r[*(iii + n + iwii)~mi?(Ä^+J' + 0] 

+ v[Af(l + iw + ii)— flX^ + «)~wJ^(l + n)— nc-(l-fiii)J 

— (a^-f-mÄ^ + nc^— Ar). 

Si Ton fait 

16. A = fl*-fmJ^+wc'~* 

on aurai en reropla9ant Ar par sa valeur fournie par le prämier membra 
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de V^aatioD (10.): 
QU bien 



1/ 1-}-^ l+'ny l+wy* 

La qnantit^ A sera n^cessairenient positive , puisque le poiot attir^ etant 
ext^rieur ik rellipsoide^ on a 

Actuellement, si Ton fait vs=— ^ r^quation (170 deyient 

et donne en faisant disparaitre les denominateun, 

19. t= (/+Ä)(/+«»/«)(< + nÄ)— a'(<4.i«Ä)(^+nÄ) 

— »»'J»(f+A)(/4-iiA)— nV(«+A)(/+i»Ä); 
'c'est-ä-dire l'^qualion desigoee par (AO dans le Memoire de Lefendre 
publik dans le volume de i'AGademie des scienoes de Paris pour Tannee 1788 
(Toyez p. 482). 

L'equation (19.) peut etre ^crite ainsi: 

de Sorte qu'on a 
20. = (f— a' + Ä)(/— fn»J' + mÄ)(;— n'c' + n/i) 

En remplayaot v par — Tequation (IS.) devient 

21. = «' — /'[*(! + »»+«) — «'(»» + «)— »J*'(t+n)—nc'(l+j»)) 
+ t/t [mn{ä^ .+ ** + C-) — k(tn -{-n-^-mn)] — »in kA\ 
£n substituaiit ici pour /( sa valeur donnee par l'equation (16.)} il viendra 
22. — <'— /'[a' + »»»ft' + nc''— /<(l+m + n)] 

+ /Ä [(m + n + «»ii)Ä— (»« H- «)a^ — (14-«)m»ft'-- (l+»i)nVl 
— tnnh^(a''-{-mb'''\-nc^ — Ä). 
Eo imitant id oe qui se passe dans le probl^me relatif ä la determination 
des troi» axes prinoipaux d'un corps solide, nous pouvons remplacer cette 
^quation du troisidme degr^ par trois equations du premier degrd. En 
effet, r^uation (20.) devient 



Mab eM Ttfenri d» x! ft %^' soot les nriMi te donc ^qotdoM da pm« 

m#x» z^— 7— »'*'+»*)«" = — »»*c- 
Ooiie, r^qiütkw da 3" '^ degK en / pcot te« regardee coniine r^ttante 
rie FeKmiBafkMi de x et x" entre an trais i^'uMtiiiiiu da premier degr^; 

n^d^U)z' — mah.%'' s Aar. 
L4infr^mon de ^ peat etre nmplifiee i Taide de requetion (18.): car 
eile doaae 

MI fcien 

nacU'ji'mhj* I-^A ' 

e'^«A«dire 

* — TT- l+A • 
Ainti dam lei ^juatioos (N.) on pourra faire 

/IC Xf+mA/ 

ft lofiqu'on prciidra /= ^, on aura 

28. s' = -±(f±l!:), 

/IC M -t*!^ ^ 

29. ," = iü-*(;-+ir). 

/IC \l-f-my/ 

Bu ripprochant oe« ^quatioos de celles design^cs par (x.) daos le Ko« (3»)j 
00 voit qua ^ ^ 
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ce qni revient h dire que T^quation (12«) da plan taogent doniie 

30. z+xz'+yz'' » 

QU bien 

3K ex-^-fy+gz c= 0. 

De eette manldre on.peut donner une ioterpr^fation g^m^trique aus dif« 

fdrens termea qui composent ies trois ^qaatioDs {N.). 

Teiles sont Ies prinpipales propri^tds et vari^t^ de forme que pr^ 
seilte r^tttde de T^quation (10*)« Sans Ies avoir ainsi rapprooh^ il n'est 
pas facile de recQonaitre d'abord la possibilit^ de rdduire une de oes trans« 
forai^es & la forme plus simple de T^uation (lOj)» Legenäre avait dit 
(et* Mr. De Pontecoulanf a r^p^t^ d'apres lui, royez p. 354 du second 
Tolume de sa Theorie analytique du sjstSme du monde) que eette ^qua« 
tion n'a qu'une seule racine reelle (vojez p« 542 du tome 1*' de son 
Trait^ des fooctions elliptiques) ; mais la r^Iit^ de ses trois raoines est 
maintenant hors de dpute« 

6« Dans le oas partioulier des ellipsoVdes de r^volutlon on a m^sin, 
ce qui aliaisse T^quation (10.) au second degre. En la r^ivant par rap« 
port d 1/ on en tire 

ou bien, en r^duisant la quantit^ soumise au radicalt 
DoDc en observant, que 

on aura Ies ^quations 

2B: = rf+S.+c>_*(!:!=l)+)/{[«'+f+«'+*(ü^)l'-4.C*(:^)}. 

pour determiner Ies axes de TelUpsoide de r^Tolution qui passe par le 
point attiref 

En appliquant ces formules, il ne faut pas perdre de vue, que 2ai 
repr^nte Taxe de r^Tohition de Tellipsoide donn^: de sorte qu'il sera 
along^ ou apiati suiTaot qu'on aura m ^ 1 ou nt <C !• 

CreUe's Journal a. M. Bd. XX. Hft. 3. 27 
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Ges mteies formules sont applioablm au oas ou le point attir^ est 
plac^ daos le plan d'une des frois seotioDs prlocipales de rellipsoide dont 
les trois axes soot io^gaox. Car, en posant c =5 0^ l'equation (10«) devient 



Ainsi oette ^quation differe de celle de reilipsoide de r^volution, ou Tod a 



en celai qu*ioi on a b^-jr ^^ au lieu de V^. li suffit par cons^quent de rem- 
placer ft^ + c^ par b^ daus les expressioos pr^c^dentes de 2Al^ 2Bl pour 
les adapter h ce deroier cas; oe qui donnera 

2AI =(a' + ft^) + (aJ-Jl)+/[(a^-J^ + *J-a«)^+4«^y]; 

2B\ = (tf4.ft»)_(iij — ftj)+y^[(a'~6^ + *j— aJ)H4ö'*'J• 
§. 2. 

Reduction a la forme la plus simple de l'equation d*une surface conique circonscrite 

k TeUipsoide doiine. 

7* L'^uation (0*) de la surface de Tellipsoide, donne 

dx ^ ii(c— z)' dy ^ n(o — *)• 

Si Ton imagine une surface conique circonscrite dont le somroet seit au 
point attir^i eile aura le plan tangent commun aveo Vellipsoide sur tous 
lea points de la courbe de contact« Or^ nous arons 

pour r^quation du plan tangent ä Tellipsoide. Mais ce plan doit passer 
par le sommet ducöne place A Torigine des coordonn^es; douc, son ^qua- 
tion sera satisfaite en y faisant x'sO^ y'zssOy z^sr 0; ce qui donne 
4; £=5/^07 4" 9 y/ ^u bien en y substituant les valeurs pr^cedentes de p etq: 

nz(jc — z)'{'X(a — a?) + iiiy(6 — y) = 0« 
Comme 

on peut ^crire 

nc(c— «) + a(«— ^) + m*(*— y)— (a— a?)*— m(ft— .y)^— n(c~«)«=iOj 
d'ott Ton tire en vertu de l'equation (9.) : 

iic(c— «)+a(a— Är) + »»*(* — y)— Ä SS 0; 
de Sorte qu'on a 

32. ax+mby+ncz s= a^+mb^+np^^k aa h. 
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Cette equatioD appartient k tous les poiots de la courbe de oontact de la 
aurfaoe conique aveo la aurface de Tellipsoide; et comme eile est du pre-« 
mier degrä od en oonolut que cette courbe est plane» 

L'equatioD (9.) <$taiit oombin^e aveo T^quation (32.) devient 
DU bieii 
En aubatituant ioi pour z aa valeur 



a — 4-m&— +nc 



fournie par requation (32.)^ od aura 

Cette equation e^iprimei que le rapport — ^tant constanti celui de ~ doit 

l'etre auMi : donc eile aubsiate pour tous les points d'une droite quelconque 
tir^e de Torigine u ud poiot de la courbe de contaoti c'est-i^-dire pour 
toos lea poiota et toutea lea positions de la geo^ratrice du cdne: partant 

33. (Äor+mÄy + nc«)^— A(jF^ + m>-^ + n«r') = 
aera T^quation de la aurface conique circonscrite h i'ellipsoide» Ea d^ve- 
Idppant le cönei on aura 

8» Pour r^duire T^quation de cette aurface conique lü une autre 
priT^e des troia rectanglesi il faudra conserver la mSme origine dea coor« 
donndea et cbanger la direction dea axes^ sans qu'ils cessent cependant de 
demeurer rectangulairea« Mais^ avant d'exposer lea formules g^n^ralea de 
cette r^duction^ remarquona que, ai le point attir^ ^toit situä daoa le plan 
d*une des trois sections principales de rellipsoide, on pourrait faire cssO; 
oe qui fait imm^diatement disparaitre deux des trois reotangles. De sorte 
qu'on a une equation de la forme 

Or en faisant ici 

j? = x'cos(P — y'sintP; y s=: op' sin (P -f- x' cos (P 

27» 
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et d&ermiiiant Tangle (p par T^ation 

on obangera T^quation pr^c^dente dans celle-d: 

=/>+ (^cos^cp +J58iV(p +Csin2(P)a?'^+ (JwV (p+iloos*^C«n2^)>^. 

Cela pos^f 61 ron ^limine les lignes trigonom^triques , ü viendra 

En rempla^ant il^ 'B, C par leura Taleurs^ Texpressioo pr^^ente de 
taDg2^ donne 

tang2(p = ^'^^^ 



mtts Afisa^-|*mi' — a\i partant 

Cette formule nooci fait voir, que l'angle 2^ aura la mSme valeur a T^* 
gard de tous les ellipsoides conoentriquea dont lea exoenlridt^ respectiFes 
aont Egales« 

Pour a?oir Texpressioa de tang^, on observera que 

d'oii ron tire 

K'\ 2ab tang^p = v^[(a'— ft'+ JJ-flJ)'+4«'ft'J— (a»-.y+*J— iij% 
Maintenant, nous aUons faire voir^ que dans oe cas on peut simplifier da« 
vantage T^quation de la surface conique circonscrite ä rellipsoide. 

Seit ^ Vangle form^ aveö Taxe des z par une des aretes du cone: 
la projeetion de oette ar^te sur le plan des xy ^tant ezprim^ par rnin^pp 
on peut faire 

dp^ssrsin^.Gosd; y's=rsin^)>.8in9; «sss^'ssreos^« 
En substituant ces valeurs dans T^quation pr^o^ente du cAne en 3/, y^ p, 
et obserrant que jD s=s — hnz^, il viendra apres avoir divis^ par r^t 
« — Ancos't//4-|sm'>//M+B+(^— iB)eo82$+3Csin2^j 

— »in'v^sm'erC^— Ä)oos2?) + 2C8in2(Pj. 
Mab Texpression de fang 2^ donne 

(4-Ä)cos2(p+2Csin2|>.= j|^; 
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partant on a 

Maintenant^ ai I'on fait pour plus de simplioit^ 

• «— 1 t M + B) . o/^ Alf cot* t/^ sin 2» 
smV= 1+ 4c -WP^^P YÜ ^ 

r^quation (k^^^) pourra etre ^rite ainsi: 

ur. = --^2— [««^'^^— «»«^'ai- 
de Sorte qa'on a 9 = ± r« Je ne supprime pas le facteur oommun ^ afin 
qu'on puisse toujours regarder le second membre de cette ^quation comme 
une transrormation de Ax^ + By^'\'2 Cxy + D. D'aprds I'^quatioa (}i'^\ ) 
il est visible^ que les limites de Tangle ^ sont celles qui donnent 



puisqu'elle est impossible pour toute valeur de ^^ qui rendrait n^gatif le 
second membre de cette equation^ et qu'elie devient possible des que ce 
second membre acquiert une valeur positive« Dono en appelant ^j/' et 
180^— ^P^ les limites de Tangle ^//^ P^quation que nous venons d'^tablir 
donnere 

ou bien 

Or not» avoos 

donc r^uation pr^c^dente revieDt ä iice, que 

K\ hn oot'^' SS A-i-C lang ^, 
ou bien qne 

Cette ^uation donne 

et en substituant pour A sa raleur 

«iiangv/ — j.«frt^a6t«igy> 
00 bien . . 

c, tang >^ = »;^6*^a»uiigf> ' 
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Wd on tire 

Cj lang v^ — o- a, -t- — jr^j, ^„^ t^^^^ . 

L'^quation (k^) donne 



1— Ung»y (a»-.ft«) — (««-fe«)' 

et par eons^uent 

ab sz ab tang» ?) + (*?-- J') tang p + (a»— aj) taog (p } 

d*oü Pen tire 

Eo substituant cette raleiir daos Texpression prec^dente de c] taDg^^^, 

on aura 

iC\ c\ tang' \//' = a' — fl J + a J tang ^, 

n 8uU de lä et de i'^quatioo (k'^), que 

En rapprocbant ce r^sultat de la valeur de 2A\ pos^e d la fin du §• pr^ 
G^üent on aura cette ^quation fort simple; saroir 

K^"', ä^ + c\ taog' >/^' = J J . 
Pour aimplifier Texpression de sin^T je remarquCi que 

1 = 28in'(P + co82^ = 2«in'(P + cot2(P8ln2<p. 
Mai8 on a trouv^ plu8 haut| que 

donc en rempla9ant ^ par sin^ (t) -f ^r ^^'^ -^ ^ ^ ^° ^^^^ 

smV c= 8in'(P + j^8in2^ ^g 1, 

ou bien 

De Id nou8 concluon8| que dans ce Ga8 particuller^ requation de la 
surface oooique circoD8orite est repr^sent^e par ces trois equations: 



mab siu^ tl/ 



(8inV — 8in''§) = 0, 



sm^ 008 ^c? 

fl^ + cj tang^^//' = u*J, 

La troisieme donne les limites des angles v^: la premiere ponrrait 6tre 
r^doite d d^^«*; mais ii est utile de la conserver sous cette formen afio 
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*', 



K. 



de savoir quo, par oe moyen on peut tocjours^tablir l'^quation 
K". Ax-' + Bf + üCxy + D = '"*'^''"*^ (8inV~8in^fl). 

9. Revenons au oas general exprim^ par I'equation (34.)* Soient 
y'f s/ les nouTelles coordonnees, on fera comme on sait 

X s=s a?' cos («?'«?) + >•' CO» (y'x) + «' cos («'a?) = «jp'4- «'y'4* *"*'> 
y SS a?' cos (a?'y) + r' cos (/>•) + «' cos (s'r) == fx'-\'fy'-^f"^i 
z s=s a:' cos (*'«) + >*' cos (>-'s) 4- s' cos (a's) = ^a;'+^'>-' + ^"«> 

Sans cependant atfribuer, des oe moment, aux lettres e, f, ff; e', f, g^i 

e", f, g" la signification qu'elles avaient dans le No. 3. du paragraphe 

pr^c^dent. 

Ea substifuaot ces valeurs dans le premier membre de I'equation (33«) 

et ^galant ä zero las ooefficieots de x'y'j x'z', y' z' <m aura 

35. A'x'^-^-By'^C'z'^ =3 0; 

( A' = {ae -\-mhf -^-ncgf — ä(«' ■\-mf +»/), 
N\ < Ä' = (««'+ m */•' + n cgj — h («'» + mf'' + ng^) , 
( C = {ae"+mhf'+ncg'7—bie"^-\-mf"^'\-ng'")i 

D' = (ae + ffid/'-f. ncg) (a e' + »»J/* +ncg')—h(ee'-\-mff*+ ngg') «= 0, 
JE' =s («« + jn*/"+ nc^) (ae"-\-mbf"-\'ncg") — A (««"+ «»//"+ »i^^'O == 0» 
JT' = (ae'+tnbf'+ncg%ae"-\'mbf"-\-ncg")—h(eV'+mff"+iig'g") =0. 

Ces expressions sont assez coropb'qu^es; mals on peut les simplifier A l'aide 
des ^qaattons qui oat Heu entre les neuf ooeüGoients e, f, g etc. O'ap^es 
la tbeorie de la transformation des ooordooo^Si on sait que ces equations 
sont les suivaotes; 

e' 4. «« 4- e"^ rsa 1 

ni. i r+r+r' = i 

Z+Z'+i^'"« 1 

« =s rg"-'r'g' 
V. \<f^f'g-Tg'' 



Ä". 



II. 



IV. 



./v/ 



f =^g"e—g€" 



ee"-\-ff' -{-g'g" s= 

g' CS «"/•—*/*' 
^"=s ef ^«ff 



g"e' 



f =s ge' —g'e 

Les trois Equations (^'".) et les six Equations (I.) et (II.) sont Celles qui 
d^terminent dircctement les neuf coefScients e, f, $ etc. : les autres gron« 
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pes d'equatioDS (III.)» (IV.) et (V.) sont en quelque sorfe Texpression 
d'autant de propri^t^ difttinotes auxquelles les mSmea coeffidents doivent 
toujoiirs satisfaire« 

Le rapprochement des ^quations (N^\) et (V.) ftdt entreToir im« 
m^diatement la possibilit^ d'en tirer une ^quation aveo les seub ooeiBcienta 
e, f, g. En effeti %\ Von forme T^quation 

on obtient 

donc en vertu des ^quations (V.) (»tte equation est äquivalente A ceUe-d; 

s= (ae + mbf+nc(s/)(ncf'—tnbg)'^(n — m)hfg. 
En formant les ^quations 

D'f'-^E'f = 0, jDy — JBy =: 
oh trouvera de la memo maniere deux autres ^quations semblables k la 
pr^oedente« II suit de lä^ que la combiaaison des equations (A/^^) et (Y.) 

donne 

10 = {ae*{'mbf'\-ncg){ncf — mJ^) — (n — fn)hfg, 
s=s {ae + mbf^ncf)(jnhe — af) ^{m^i)hef: 

et il wt clmr qu'on aura un groupe de trois ^quatioos semblables, soit 
entre e', f, g' soit entre «'', f"^ g"; ou les coeffidents qui affectent cea 
quantit^ seront les mömes« 

Cela pos^ il est manifest e, que les trois Equations (N**'. ) sont iden« 
tiquement satisfaites en j substituant pour e^ f, g leurs valeurs donn^es 
par les equations (k.) frouv^ dans le No. 3« du $• pr^deut« Car, ia 
Substitution de ces valeurs donne (apres avoir supprime ie facteur commun) 
r^quatioD (17.), Ainsi il est par \k d^montr^^ que les formules (k.) ont 
la propri^t^ de faire dtsparaitre les trois reotangles qu'on voit dans l'^ua» 
tion (34.)5 d l'aide de la transformatloq 4es coordonn^« 

L'application de oe mSmte artifice ä d'autres cas est evidente: eile 
a dejä et^ faite par Mr« Paisson ü la d^termination des axes prindpaux 
de rotation des oorps solides (vojez Tome XIV» des M^moires de rAca-- 
d^mie de Paris p. 317.). 

En substituant les mSmes valeurs de ej fy g dans T^xpressicm pr^ 
cedente de A' et observant que T^uation (17») donne' 
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V* ~~ Vi+v"'" 1 + mj/ "^ i + nv) ' 

on trouvera d'abord 

4_ E(<4-y)(t+wy)(i+''*')T f*' /.( "'' * *»'** , >i»o« \1 

()» Iv« Hi+«')'"*"(l4-m»/pf,T"(upr>'7/J* 

ou bicD 

A' = A [(l+»)(<+"tv)(l+«y)]* r^ ___ a'y m* b*.mv /t«c«.iiy1 

DoDC en rempia9ant dans le seoond faoteur, — par sa valeur fouraie par 
ie second membre de I'^quation (17.), ü yiendra 

4'—± [(l+y)fl+wy)(14-ny)]* f a' , m*b* , n*c * l 

En reduiaant au meme deuominateur le second faoteur et reinpla9ant (P 
par sa valeur dono^e par l'^quation (I4i), on obtient 

A' = A -^ 

Oo trouv^rait de mißme B' -^-t, C'=zt: dono les valeurs de A', B\ O 
ae coofondroDt avec les trois racioes de l'^quatioD (18.) dont on iei de« 
montr^ les propriet^s dans le paragraphe pr^c^dent« 

10. 11 resuUe de cette analyse, que pour former l'equatioD 

de ia surface conique circonsorite ä rellipsoide, il Oaudra prendre poür A 
ia raciae positive de requation en i, et pour B', C \e% deux autres raci- 
nes negatives de Ia meme equatioa. Alors, Paxe du cöne se confoDdra 
aveo Taxe des x' et aveo Ia normale a Peilipsoide qui passe par le point 
attir^a .Les axes des y^ et z' so oonfondront, oomme nous Tavons d^ja 
d^montre, arec les normales aux deux byperboloides qui passent par le 
meme pbint attire. 

Les r^ciproques des trois equations {K*) etant 
K\ x'^ex+fy + ifz, y' = e'x+f'y'\-Sf'^> %' ^e''x^f'y^g'% 
on ep oonolut qu'en nommant a, b, c les coordonnees du^centre de Tel- 
lipsoide donn^ reiativement aitx axes de Ia surface conique qui hii est 
oirconscrite , on a 

K". a — ea+fb+jic, b — e'a+f'b+jf'c, c — e^'a +rb+if''c. 
En substituant pour e, f, ff leurs valeurs donnees par les equations (*c.), et 
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ayant ^gard h T^quation (10.) , oo aura 

35, a = ^a+^Hi + mvHi'^n r)^ 

Ainsi) oette fortnule donoera les väleurs de a^ b^ c au moyen des trois 
valeun reelles de v, qui sont fournies par T^qualion (lO.)* 
II suit de lä et des formules (k^)^ qu'on peut ecrire 



fl = ^(l+v)e: 



mais * (1 + v) = A] ; partaot 



a^l^' 



a 



L'^quation (35.) doDiie de ta mdme tnaniere 

6 ' c 

Dono les equatioDS (k.) sont äquivalentes ä oelles-ct: 

LK.J « — 3jr> / — -ßTf 9 ~ "cT* 
II est clair que, d'aprcs ces formules od a 

y a %h >•/ h •}} t c, b 



/• > 



// (l«C Mj ^^ OtC fi ^^ c»c 

ou A^y Vl.C'l, Jf, B;'\ C;' 80Dt les carr^ des demi-axes des deux 
byperboloides qiii passeot par ie poiat attir^. li suit de lä et de i'^ua- 
tion «' + r + «''=*i a«« 

1 a* &* e* 

En ^alaot les deux valeurs de « dono^ par les formules (k.) et {x'.J, 

il viendra 

(?« = JJ(l+»/i»/)(l+iij;): 
mais 

nartanf, 

On Yoit par lä, que I'emploi des coordonn^es Uy hy c scrt A simplHier 
les expressiODs primitives et k leurs donner un caraotSre plus geora^trique. 
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IL L'^quatioD du cdne circoDsorit d ellipsoide etant ^ite ainsi: 

OD yoit ausftitöt qu'il peut etre regard^ comme ud €dDe droit doot la base 
est uoe elKpse. Le plan de cette eilipse ^tant paralldi'e A celui des yz* 
a pour ^quatioo 

ou x' est censee uoe quantit^ coustaute. Si oii veut preodre pour x' la 
loDgueur de Taxe du* cdne depuis Torigine des coordoonees (qui est eo 
mSme tems le sommet du c6oe) jusqu'au point ou eile reooontre le plan 
de la courbe de oontact d^termin^ par requation (32.) ^ on observera que^ 
les coordoQD^es de oe poiot ^taot 

X = ex', y = fx'y z s=: ffx% 
r^uatioD (32.) doDDO 

x'(ae+mbf-{'ncjf) = h: 
de Sorte qu'on a 

38. ex+fy + ffz = , ,\ . 

pour r^quatiou de la base droite du cdoe^ tandis que T^quatioc (32.) est 
Celle de la base oblique du mSme cdne. £n nommant / Taogle fonn^ par 
ces deux plans^ nons avons 

39 cos/ = ^«^ + m ^/+/ic^ 

Le cAne dont il est ici question peut toujours etre coup^ par uo plan 
perpendioulaire A celui des x'y\ ou par uo plan perpendiculaire A ceiui 
des x'z^f de nianiere que la courbe d'intersection soit un cercle. En effet; 
•oit pour plus de sinplicit^ 

r^uation de la surface conique deviendra 

JV^itf^a?'^ = M' y'"" + N^ z'^ i 
et l'öquatioo du plan coupaot perpendioulaire au plan des x'y' dont la 
tfBM fait un aogle ß a^rec Taxe des x^ sera 

ea d^gnant par l^ la distance de rorigine au poInt ou oette base ren* 
contra Taxe de y'. Maintenant pour rappoxter la courbe d'iotarsectiou 

28* 
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a des coordonnees rectangulaires placees dans sod propre plaD, il suffit 
de faire x' s=stisioj3; ce qiii donne 

y' = A — tioosß, 
La substitutioa de ces valeurs dans T^quation du oöne la transforme eu 

oelle^oi * 

ilf ^ N\ u" sin^ ß = 2V' ä'" + il!f ' (A -- M cos ßf. 
Oe Sorte qu'on a (ea ^crivaul Z' au lieu de z' ) 

iV"Z"+M'tt*(co8'ß — 2V'8io'ß)--2w.i\ilf^co8ß + A'itf' = 0. 
Aotuellement , si l'on fait 

oetto ^quatioD devient 

2V»Z'»+ F" J*f' (cos' ß— AT* sin' ß) = (MzyAsin/y)» 

Donc en d^terminant Tangle ß de maniere qu'ou ait 

2V» = 3P (cos^ß — N^ sin» ß), 
oe qui revieot u faire 

la courbe d'intersectioD sera ud oerole^ pourvu que les nombres D^gatUs 
Ä' et C soient tels que — B'> — C^ Si on avait — .JB'<_C"> il 
faudroit prendre le plan coupant perpeDdiculaire ä oelui des x^z\* o'est- 

a-dire^ faire 

x' = w sin , jr' = (Ä — z') taog ß. 

Alors on trouve de la mSme maniere 

11 serait superflu d'entrer dans de plus ^ands d^taiis sur ies propri^t^s du 
odne oircoDScrit h rellipsoide. 

§. 3. 

Formules pour determiner rattractioa d'one couche elliptique infioiment mince^ ieimittee 
par deux surfaces semblablcs, sur iin point extöriear k la couche. 

12. S'U ^tait question de resoudre ce probldme par les formules 
d^ja connuesy il suffirait de consid^rer Tattraotion de la oouohe^ comme 
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la diffiSrentielle de rattraotion d'un ellipsoidei pri»e en faisant varier le 
seul parametre qui distmgue deux ellipsoides termin^s par des surfaces 
semblables. Or, en nommaot X, F, Z les trois oomposautes rectaugu- 
laires de Fattraction d'un ellipsoide sur un point ext^rieur, on a, coofor- 
ment ä nos d^nominations pr^c^dentes 

ainsi que cela est d^montr^, ainec toute T^lögance possibie^ dans le Tome l""' 
des Fonctions elliptiques de Legendre (Voyez p, 554). On pourrait laisser 
la roeme lettre x dans ce^ trois integrales; mais on va voir que^ pour 
Tobjet actuel, il convient de regarder comme difF^rente la variable sur 
laquelle porte i'integration. 

Pour appliquer ces trois formules aux ellipsoides semblahles, nous j 



a? a 



feroos »1 Ä -j^ ^ n = ^ : 

et aous traiteroos m et n comtne deux parametres qui demeureut con- 
stans« Alors on a 

y— 471« /** a?^ dx 

/' ) V— *^^^^ ?*_ 2:!iz 

oü le paramStre v est cens^ etre la racine positive de requation 

1-j-l^ ' 1+Wy l + 7iy * 

Cela pose, il est elair que 

seront les composantes rectangulaires de Tattraotion de la couche ellip- 
tique infiniment xnince, tertnini^e par des surfaces semblables^ pnisque en 
changeant üi en Oi-^dai et v en v + ^v on passe d'un ellipsoide k un 
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autre semblable iDfiniraent peu differeot« Au premier coup d'oeil, oo 
croiroit qu'oo ne peut delivrer du sigoe integral les composaotes de i'at- 
traotioo de la eouohe: mais en faisant 

^1 _ ^-h^ 2.2 _ i + mv o _ i + ny 

ia oouvelle variable sera u, et ses limites colrrespoDdantes a oelles de 
X, y'y z seroDt 

£o outre (ef ceci est un fait remarquable) le parametre v disparaitra des 
troit diffl^reotielles pr^cedeDtes, et subsistera seulemeot comme une des 
limites des trois integrales. De sorte qu'on obtient 

/ ^C(l+m.i)(l+n«)]' 

Äl V ^ O^^h f" (i+ muri d u 

I "Ä v^t(i+")U+«")] 

Or, en nommant Fi(ti), B'^{yt), F,(ii) les integrales iod^fioies de ces 
trois diiTcrentielles, oii aura 

X^—Itta [F,(>;)— F,(<»)], 
r = — 2T«»ft [F, (v) — F, (oo)] , 
Z = — 2ir«c [Fj (v) - F, (oo)]; 

et par cons^queot 

«■ • < Xx = — zvmo — 3 av =3 >>. . — ttt-i -s— , 

, dv V^L(1+^)(1+»»«') 

Eu faisant T^ = JITJ + F J + 25J , et ayant ^gard a l'expression de Q" four^ 
nie par l'^uatiou (14.) > Id r^sultante de ces trois forces sera dono^e par 
r^quation 

40, T «s —^uQd v 

I(l+^)a+my)(l+/iy)j5* 

II suit de U que ies ^quations (H^) «opt äquivalentes ä Celles* d: 
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Y nn g(t + m »)(14^ny) 

H''. J F = r mft(l + y)(14-»y) 

/y fji nc(l«|-y )(l4'my) • 

^^ — ^ p . 

D'apres les ^quatioos (ic) frouv^eg dang le No« 3» on peut ^rire 

H'\ X, = T.e, Y, = T.f, Z, = T.y. 
Cela prouve que la foroe T est dirig<^e suivant Taxe du cöne d^termioe 
daufl le $• pr^c^deot^ ou (ee qui revieot au mSme) suivant la normale 
u reilipsoide qui passe par le point attire. 

13. En diffi^rentiant l'^quatioo (10.) par rapport ii k et u v^ on 
obtieot 

ou bien 

42 dk ziQLdv 

Dono la formule (40«) est äquivalente ä celle-ci: 

43. ^ — ^ , 

ou bien ii celle-ci: 

Maintenaot, si T^n remplace Q par sa valeur donn^e par T^quation (ST.), 
et dk par 2 Oi dOi y cette expression de T deviendra 

44. r = 4.4i..ä(^^). 

Cette formule s'acoorde avec celle trouT^e par Mr. CAasles par des oon- 
sid^rations fort differentes (voyez p. 911 du No. 26. des Comptes-Rendus. 
S^ance du 25. Juin 1838.). 

En ajoutant les trois ^uations {H.)y on obtient imm^diatemeut le- 
quation 



r 

An 



y^[{-^v){i+my){i+nv)]' 
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Lorsque le poiot attire est sur la surface meine de rellipsoide on a 1/ = 0, 
et cette equation dou 

a , 6 c 

On sait que cette' equation subsiste^ meme en prenant pour a^ h, c les 

ocordoDiu^es d'un poiot quelconque plao^ dans rint^rieur de ta niasse de 

rellipsoide. 

Ed diftereutiant les ^quations (H.)^ respectivement ^ par rapport & 

a, b, c on obtient: 

dX X 2^n 



■m- 



da ~ a (l+j/jVr 

dY _ Y^_ 2nmh /dv\ 

db ~ h {i+mioVT'\dh)^ 

dZ _ Z 2nnh diA. 

de ~ c {l^nv)')rF • \dc)' 

DU Von a fait pour plus de^ simplicite 

V = (l+v)(l+//iv)(l + nv). 
Maintenant, si Ton fait la somme de ces trois ^quations, en ajant egard 
a P^quation pr^cedente^ on aura 

^ , dy , c/Z _ Jji^ _SlL r ° (iA I m& /dv\ . nc (dvV] 
da '^ db '^ de ~ ^V \^;^ Ll+1/ Vc^a/ "*"l+mi/\d6/ "»"l+itf^ Wc/J* 

Apres avoir rem[>lac^ (j^)» \di)^ \df P^** leurs valeius obtenues en dif- 

f^rentiant T^quation (10.), on verra que le seoond membre de cette Equa- 
tion devient nul: de sorte qu'on a T^quation * 

da^ db^ de ~ ^• 

Ces trois Equatioos sont connues: mais il est interessant de voir avec 
quelle facilitö elles derirent des formules (£if*)« 

Ces mSmes formules donoent ais^ment les composantes de I'attrac« 
tion sur un point exterieur, exercee par une couche elltptique d'epaisseur 
finie, termin^e par dcux surfaces semblablest Car, en supposaot que v 
et V* soient les iimites relatives aux deux ellipsoides dont la couche est 
la difierence^ on a immediatement 

ou bien 

jr— o^^y (t+iir*dii 
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Ob pourrait oontinuer cetie aoaljse et tirer de lä toutes les propriet^s de 
k force d'attraction ^man^e de la couche elliptique: mais il doub sufBt 
d'avoir d^montre, par l'analjse alg^brique, qae cea formulet^ d^lirr^ du 
signe integral I sont une consequence immediate des formules connues sur 
rattraotion de rellipsoide. Cette v^rit^ ^tant ainsi mise en ^ridence^ on 
peut se proposer de la trouver direotemeoti abstractioD faite des formules 
relatiTes ä i'attraotion de I'ellipsoide : o'est dans cette vue^ que nous alloos 
exposer raoaljse qui conduit a priori ä la force d-attractioo d'uoe couche 
elliptique y en nous appuyant sur les resultats ^tablis dans les deux pre- 
lAiers paragraphes de ce Memoire« 

14« Toutefois^ avant d'entrer dans cette recherchci je dois faire 
quelques obaervations sur les formules (H'^«)« C'est en lisant le Memoire 
de Mr. Poisson sur ce sujet (publik dans le Tome XIIL des M^moires 
de TAcad^mie de Paris) que j'ai eu Tidee de trouver de la manidre fort 
simple que je yiens de rapporter les trois formules {ßf\). Alors (e'est* 
jh-dire vers la fin de 1837) cette id^ me paraissait noüvelle; mais^ dans 
ce moment, je ue puis en r^olamer la priorit^, puisque je vois dans le 
No. 25» des Comptes^Rendus (Seaoce du 18. Juin 1838) qu'uae semblable 
remarque a ^(^ faite par Mr. Poisson lui-meme« 

Cependant obserrons que^ si Ton fait, pour un moment: 

on a, en diff(^rentiaut ces ^quations de maniere que les quantites m, n, 
^kp ^xf ^1 soient trait^ comme constantes: 

a\du — 2üdU ^2ü*dü' = 2ü"dü''. 
Dono les formules (£L) sont äquivalentes ii Celles -ci 

X = — 4:Ta ^ 'a\ Ü'.^^^.^^^i 



OD 
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x = 



Or3 ces expressions sont identiques ^ Celles , quo Mr. Rodri^ues a pu- 
bliees le premier dans le Tome 3, de la Correspondance mr VEcole Pth- 
fytechniifue {royez la deroiere ligne de la page371 et la premi^re de la 
page suivante). . Cela pose, il n'j avait qu'un pas ä faire pour tirer de 
ces formules rattraction d'une oouche elliptique termin^e par deux sur* 
faceft semblables, delivree du signe inteffral. Mais^ oe pas n'a pas 4t6 &ic 
par Mr. Rodrigues, et on doit a Mr. Poisson d'avoir saisi le premier cetle 
Elimination du signe integral« De mSme, il n'y a qu'un pas d faire^ pour 
tirer des formules (17.) le th^oreme de Mr. Jacobi sur T^quilibre perma- 
nent d'un ellipsoide homogene fluide qui tourne aufour d'un ses axes prio* 
cipaux^ que je suppose ßtre ceiui des a. 

£n effet; pour un point quelconque attirE, qui serait plaoE sur la 
surface meme de leltipsoide^ il est clair que la seconde limite v des trois 
integrales devient Egale ä z6to. Ainsiy pour ces points^ il sufBt de rem- 

placer dans les formules (//.) le signe A par celui de A • Apres oe 

OD OD 

changeroent, elles sont applicables mSme ä tous les points de la messe 
iutdrieure de Tellipsoide^ en observant : 1^ que les parametres m et n de* 
meurent constans pour tous les ellipsoides semblables: 2^ que Tattraction 
d'un ellipsoide homogene sur un point donne de sa propre messe se rE« 
duit a Celle de la position de ce corps qui est terminEe par une surface 
semblable a la sienne^ assujettie a passer par le point donoE« 

Or, 

ada '{' mb db -f nc de s=: 

etant rEquation diffErantielle de toutes les surfaces elliptiques semblables ^ et 

Y Z 

ada^ X — •*^* + — X — •^^^ ^^ ^ 

a a 

Celle qui doit avoir lieu pour rEqitilibre de la messe fluide ^ it est mani- 
feste qu^on rendra ces Equations identiques en Etablissant les Equations 
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»1 = —j^—> «= —X 



a 



De li on tire^ par r^limination de j^: 

^ ^ a b c 

X Y Z 

DoDO en substituant pour — » t*' — ^^ expresdons d^duites des formu« 

les {H.)j et suppriment le faoteur comroua m — n (d'ou r^sultait Tan- 
oienne Solution de Maclaurin) on aura l'^quation de Mr» Jacobi; savoir 

^ (l+ii}\r[(l+uXl+mii)(l+Hu)] — y (l+;7iiiXl+nu)y'[(l+iiXl+mii)(l+nu)]* 

La force oentrifuge jf, relative ä TuDit^ de distance de Taxe de rotation^ 
est donn^e par requation 

Y_rn Z 
b n ' c 

g = 



1-^ 



conclue des valeurs precedentes de m et n. De sorte qu'on a 

La masse 4 t Ar ]/ — de rellipsoide ^taot aussi connue, on pourra deter- 
miner aussi la valeur conrenable de A:, 
15. Reprenons l'^quation 

de la surface de I'eUipsoide donn^ Cette etpiation peut etr« ^rite «osi 

d'oa Ton tire 

45. Ä-2r(a.:^ + ii.*.f + nc.f) + r'(^+m^ + »if!) = 0, 

en se rappelant, que a* -|- *** Ä' + « c* — Ä = A. 

Maintenaot, u l'on feit r = /•(«?'+ y" +«') , le« rapporta ^.^, *. 

T T r 

qui entrent dans cette ^uation auront la meme valeur pour tous les points 
de la droitei tir^e de Torigine des coordonn^es au point de la surface de 
Tellipsoide dont x^ y, x sont les coordonn^es. 11 est clair que, sur la 

29* 
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mSme dlreotion, 3 y a, en g^n^ral^ deux valeura de r: en les d^sigoant 
par (i et ^ T^quatiQu (45») doDiie 

O» — T-mft« — "T TIC« — — R 

46. g,«-" '• " 



r* * r* ' r* 

»17 V <C 

a. — ^mbm^'^^no. — -f-Ä 

47« 02 = «- ; i ; ; 

TF + '^TF + ^TT 

ch\ Ton a fett, pour plus d^ simplicit^: 

48. Ä=l/[(a.^ + «J.^ + «..f)'-Ä(^+m2^ + „^)]. 
De I^ <m tire 

ce qui revient a dtre que 

50. Ä' = ^(e,~e.)'(^+«|^+«7^). 

Sur la direetroD des rayons r qoi soDt tangeos u la surfaoe de rellfpsoTde 
donn^y OD a ^2 = ^i i ^t par coDs^quent JR s: 0. Aiosi| par cette conside« 
ratioD) on obtient de nouveau requatioo (33.) de ta surface cooiqüe cir- 
coDserite & rellipsoide« Eo outre il est clair^ qu'en appliquant au second 
membre de I*^quation (48») la traosformatioD des coordonn^ developpee 
dans le No. 9.^ od obtient 

51. il^ = J'£;! + B'2ll,f.C'.^. 

oü Ton a, r" ^ x^ + y^ + z" := x'^ + y^+z^. 

On voit par-lsli rintime Gonoexion qu'il y a entre les trois radnes 
de r^quation en (, analysi^e dans le premier paragraphe et Texpression de R^* 

Si A d^signe la racine positive de oette ^quation et B^, C les deux 
raoines n^gatiTes^ la forme meme du seoond membre de T^quation (51*) 
suffit pour d^montrer, que A est le tnaximtwi de la valeur de R^z de 
Sorte que la variable i? sera toujours comprise entre z^ro et ^A\ L'en« 
semble des coordonn^es x^, y'y z' qui donneraient d JR la mSme valeur 
comprise entre ces limites appartient h une surfaoe conique semblable 
h Celle qui r^pond ilc=0: car, en rempla9ant 1^ par x^-\'y^^z'\ Te- 
quation (5L) d^rient 
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oü tes troiB coeffioients Ä' — R^, R^ — B', R? — C sont o^cessairemeot positifs« 
Si I'OQ eoD^oit que la yaleur de R? dderoit par degr& insensibles^ 
depuis A' jusqu'd z^ro> on formera ttne infinit^ de surfaoes ooniqües^ qtiiy 
loutes p^n^treroDt TeUipsoide donn^^ et partageront sa masse en une in- 
finitö de oonohes coniques« Legendr e a cousid^r^ le premier Tattraclion 
que ces oouohes exercent sur te point O ext^rieur k l'ellipsoide ; et par 
une analyse qu'on ne sauroit trop admirer il a d^montr^ : 1^. que I'ex* 
pression- de cette attraotion pouvait Stre d^livree du signe integral: 
2^ qu^elle etait ind^pendante du parametre h et se r^duisait au produit de 
dR par une fonotion alg^brique de jR\ a, bj c^ m, n. Nous reprendrons 
phis loin i'analjse de Leffendre pour la präsenter aveo des ^claircrssemeiis 
et des details qui sont indispensables pour Taprecier avec justeste» 

16. On peut regarder ^2 — ^1 oomme la longueur de tonte corde 
de rellipsoide qui^ en la prolongeant est assujettie ä passer ptt* Torigine 
deis^ coordonnees« En posant ^2 — ^i=^^> ^ remplafant JR et h par leurs^ 
valeurs^ l'^quation (50.) deviendra 

Pour un ellipsoide concentrique et semblable u celui que Ton oonsidere^ 
les quantites a, b, e, m, n demeurent les memes; la seule quantite k cbange 
de Taleur« Donc en oonsid^rant deux valeurs consdcutiveS| k et k'\-dk, 
de At; on aura pour la Variation differentielle dH de la corde H, l'^quation 

JUtaMM = — ' — r Tr 

En substituant ior pour H sa valeur fournie par l'^qualion (49.) on obtient 

D'ailleurs, nous avoos dü^^^dq^ — rfg^ : et comme (es equations (460 et 
(47.) donnent ^£2 = — ^gi» i^t est clair que 

dH = 2dq^. 
En nommant ds T^Mment diflerentiel de la snrfaoe sph^rique, decrite de 
Torigine des coordonnees comme centre avec un rayon ^gal a i'uoite; 
Telement diffi^rentiel du vohime de la coucbe elliptique compnse entre les 
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»urfSftCM des deux dlipsoides semUableSi que nous venons de consid^reri 
sera exprim^ (abstruotion faite du signe) par ^\ d^^ dsy du c6t^ ant^rienr^ 
et par ^\ d^^ äs du odt^ post^rieur : donC| Tattraotion de oes deux massea 
infiniment petitea sur le point 0, sera 

ce qui rerient ä dire qu'il en resulte sur le point une attraction expri« 

ni^e par 

2d^2 äs = dHäs, 
ou par 

Les trois composantes de cette force^ respeotivement paralleles aux axes 
des coordonnees Xß >V ^> ^^^^ • 

^.dHds, ^.dHds, ^.dUds. 

r r r 

Douc aous avoos 

X. = dkJT^-^, Y, = dkjjl^, Z, = dkfflllL 

pour les r^sultantes des forces paralleles aux axes des x, y, z exerc^es 
par la couche elliplique eutiere sur le point O. 

17« Sur cela, pour la olart^ des id^eS| il est essentiel d'observer 
que ces forces donnent seulement rattraotion de la portion de la couobe 
elliptique comprise dans rint^rieur du c&ne MGNOX'H^M' (Fig« 3.) ciroonsorit 
a la surface iut^rieure de la oouche d^termioee par les trois parametres 
m, n, k-^dkm De sorte qu'on ne tient pas compte de la portion de 
la mSme oouche comprise entre les deux surfaces coniques circonscrites 
^ la surface Interieure et exterieure« Mais on peut d^montrer que^ Tat- 
traotion de cette portion de la couche est une quantite infiniment petita 
de Tordre ^ , tandis que l'attraction de la oouche est une quantit^ infiniment 
petite du premier ordre. Eu efFet, tirons entre les deux surfaces coniques 
la ligne droite OAB: en faisant 0A:=^\^ OJ?ss^^; nous aurons 

donc, en nomment a^ ß, y les angles que la ligne droite ou corde 
ABssi^[ — ^1 fait avec les axes^ nous aurons 

cosa.rf*(e; — el), cosß.rf^Cf;— ^J), cosv.J^CfJ — gl) 
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pour les trois oomposantes de la Force exerc^e par le petit prisme ajant 
AB pour axe» Ainsi^ en supposant quo Taxe ^\ — ^\ se rapporte au plus 
grand de ces petits prismes, on aurait 

/co8a.df^(gJ— fj) < cosa(gJ~f|)/rf^. 

On peut supposer (sans erreur sensible) les Clemens df^ de la sarfaoa 
sph^rique distribues 9ur une petite zone de la sphdre^ et alors on a 
Jds s=: 2;r8in9.i/0| en nommant d Tangle qui mesure rinclinaison de la 
ligne AB avec Taxe de la surface conique circonscrite h rellipsoide. On 
a done 

/oosa.df^CfJ — gj) <C cosa(fJ — f})2Tsin9.dfö. 

Cela pos^ f observe que la quantit^ q\ — q\ est de Tordre de la raoine 
carr^e d'une quantit^ infiniment petite» Seit 

en regardant a, ß, 7 conime les angles qui ont lieu lorsque ^2 — ^i = 0; 
et a + ^^> ß+Sß, y+Sy oomme les angles qui appartienneut d la ligne 
AB: si Ton fait, pour un inoment: 

Q z=z (a cosa4- tn( cosß + nc 0087)^-— Ä(cos^a +m cos'ß + n oos'7), 

Q^ s= cos* a + «1 oos'ß + n cos' 7^ 
la formule (49.) donnere 






f 



da dß ^^^dy 

d'oü Ton tire 

en observant que^ par la d^nition des angles a^ ß^ y on a (?s=0; et 
qu'on peut nötiger dans le d^nominateur la Variation trds« petite de la 
quantit^ Q^. Or^ cette expression est ^videmment oelle d'une quantit^ 
infiuiment petite de Tordre \x ce qui nous autorise & regarder la quantitd 

cosa(^; — ^,')2;rsinO.J0 
comme infiniment petite de Tordre f • 

On voit par I^ que Texpression du second membre de T^quation (49.) 
nous offire par exemple des cas sioguliers ou on ne peut pas employer 
directenoient la formule de Taylor pour d^relopper ki rariation que subit 
la fonction £2*— gi> imm^iatement arant et apr^ fat oourbe de oontact» 
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L'attraotion de la coucbe elllptique^ parallele ik Taxe des Xy est 
donc exprimee par 



rr 

dk 



'ff^. 



plus d'autres termes infiniment petits dont les ordres sucoessiCi sont 1, 
2 etc. Done^ on peut negliger oes termes a T^gard du premier; et^ oon- 
formemeDt a la m^tapliysique du catcul differentiel| on doit integrer le 
Beul premier terme et prendre 



^ — .ds 



ßW-E 



R 

pour la composante de l'attraction de rellipsoide entier sur le point 0. 
Cela revient a imaginer l'ellipsoide decompos^ en une iofinit^ de oouches 
elliptiques semhlabUs^ dont 

(a— a?)' + m(J — yfj^n^c — zf s= ki 
repr^sente T^quation generale de leur surface, en faisant croitre ki par 
degr^s insensibles depuis ki^=^0 fusqu'a A^ 2= A:. 

18« Comme, d'un autre cöt^^ Tattraction de Tellipsoide entier peut 
etre exprim^e, parallelement h Taxe des a:, par 

si Ton remplaoe ^i^^^i P&r sd valeur donn^e par T^quatioo (49«) ^ on 
etablira T^quation 

\—.ds nf% —Rds 



#^ = #. 



%9 



laqueüe s.era Traie^ aprSs avoir ex^cut^ les integrations dans les deux 
membres de maniere qu'elles embrassent la totaltte des ^l^mens. de Tel- 



lipsoide« Miuntenant, U est plus simple de remplaoer ici^ -^i — ^ — par 

€Osa> cosßy eos7: a, ß, 7 ^tant les angles form^ aveo les axes des jr, 
y, z par une oorde quelconque de rellipspide assujettie A passer par. le 
point attiriä 0» Alors on ^rira 

t /tfjfc/y ^*^« — 2 f f Jt<^o»«-rf^ 

(Ups ^l(aQMA+mji.QMß+ nc.co%riy — A (oos^a+iiicos^ß*f-ii4)osV)]« 
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10« Cette ^qi]ati(m se (roiive ainsi .demontr^e par des considera- 
tioDB g^metriques tout-ä-fait sensibles: mais on peut auHsi tetablir ana- 
I jtiquement 9 ^ Taide du principe relatif A la diff^rentiaiiou des fonctions 
afPecl^es du signe int^grai^ etendu au cas^ ou les limiles de Tint^grale sont 
eiles-memes fonctions du pararaetrc sur lequel porte la differentiation. 

Ce principe doit etre ^crit ainsi: 

p p 

Or, en faisant 

cosa = 0ORC9.8in7; cosß =s sinv.siny 

OD a^ df^ = siny. dtsdy, et la fraction 

B cos a.ds 

cos* a-^-m cos* ß-^ncos^y 

devient de la forme 

F(p, 7) dns dy. 

D0DC9 en nomniant X la composante de l'attractlon de Tellipsoide^ paral- 
lele ii Taxe des x, teile qu'elle est exprim^e par le second membre de 
V^quation (54.), dous aurons 

X= 2n"dmf'"F(p,i)dy^ 

od 7' et 7'' sont deux fonctions de na, censees d^terminees par l'^uatioo 
^i-^^i^=^Of laquelie est equiralente A iS = 0^ ou bien a F{p,y) = ()• 

U suit de W, que dX _ r. p" j.f ^. ^^ 

— r= 2 / F(tn, y) dy. 

r 

DoDo en differentiant les deux membres de cette ^quation par rapport 
au parametre k, explicitement renferm^ dans la valeur de h^ II viendra 

Mais on vient de dire^ que les quantit^s 7^ et y'^ doivent etre telles quon a 

F(m,Y) = 0, F(«i,7'0 = 0; 
partant nous avons 

^dk V ^y dk • 

Daprds lea defioitions Stabiles plus haut^ on a 

, d.F{ w^ y) ^_ ds^ cos» dR 

'" cTk "^ Ww ' cos* a-|-m cos* /?+n cos*y *dÄ: 

ds cosa dh ds cosa 



dm 



da' 2K 'dk dm * 2R ' 

Cr4le> lonmal d. M. Bd. XX. Ifft. 3. 30 



230 i7» PlanOf sur Tattraction d'un tUipsoide homogene. 



et par oons^quent 

fY*" ds.dy cosa 

ou bien 



d» 


X 


da 


dk 


d* 


X 



dydta' R ' 



/y" • , cosa 



dm dk 

r 

En integrant les deux tnembrea de cette ^quation par rapport a a, ii est 
olair quon a: 

U>' Y' 

o'est - ä - dire 

dX rr ds.cosa 

dk ^ JJ R ' 
oü je supprime, pour plus de simplicit^i leg limites des deux int^grations« 
Aiosiy OD a 

en integrant depuis A: =s jusqu'ä la valeur de h qui repond A la sur« 
face de reliipsoide» 

En rempla9aDt IL par sa valeur primitive ^ cette ^quation coincide 
avec Celle d^sign^e plus haut par (540« 

Cette analyse offre une demonstration claire du prindpe ^nonc^ par 
Laplace au commencement de la page 1 5 du second Volume de la M^oanique 
Celeste ^ et puis par Mr. Poisson, en 1833, comme base fondamentale de 
son Mi^moire sur Tattraction de I'etlipsoide homogene« Rien n'est moina 
Evident qu'un tel principe 9 et je pense qu'on ne peut en sentir la v^rtt^ 
sans entrer dans des d^tails analogues h ceux que je viens d'exposer. 

20. En substituant au Heu de R sa valeur donn^e par T^quation (SL)^ 
aprds avoir fait 

— SÄ COSÖ, — = COS^, -?- Ä 00S^//; 



r 
r 



— s= cosa = eoo^^^ e' co%(P'\' e'^ co%'^^ 



^ = cosß = /•cos9 + rco8(p+/'"cosN//, 

r 

— = CO87 = yC08Ö + ^'00S(P+y COSN^, 
r 

on aura, ä la place des formules trouv^es eo fioissäot le No. 16.: 
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X^^äk/f^.^^, \\^äkff^-^% z,^dkffi^pi, 

MainteoaDt. si Tod fait 

cos^ = sinS.coscü; cos%/^ = siDS.siDOj; 
oe qui revient h projeter le rajon vf^cteur r sur le plan de» y^ z' et ä 
nommer oo Tangie de sa projeotioo aveo Taxe des y'j od aura pour T^l^- 
ment ds de la surfaoe spb^^rique: 

ds = d^ d(ß) sio 6. 
D'apres cela nous avons 

-X'i = <^*// ji [^ C08 9 + (^' CO» W + C'' 810 6ü) sio 9] , 

Y, = i//cy5^5^-^^[/-co8 9 + 

Z, = rfÄ^?^^^^[yco8fl + (y'co8w+y'8iDco)8m 

Eo consid^raot ces integrales doubles on congoit, que I'integration relative 
ä 6 donne TatfractioD d'oo onglet elliptique coropris entre deux plans qui 
ont i'axe des x^ pour intersection commune et formeot eotr'eux un angle 
infiniment petit dw. Les limites de cette Integration doiyent dtre = 
et Ossfi: l'angle (x 6tant celui qui donne lls=0; c'est-a-dire 

56. A' co8> + (B' cos' w + C" sin' co) 8io> = 0, 

Le resultat ainsi obtenu i^tant integr^ depuis o) = jusqu'ici gü = 2 s* den« 
nera Tattraction de la couche elliptique entiere» 

Avec une lagere r^flexion on voit, que la partie multipli^e par e' 

et Celle multipliee par e^' dans Texpression de Xi doivent se reduire ä 

z^ro« Car, apr^s avoir ex^outö Tiot^gratioo par rapport ä 6 et Substitut 

pour 6 sa TBleur (jt, donn^e par T^quation (56«) 9 on aura des expressions 

de la forme 

e' d(ß) cosot) fooct. (cos^oü^ sin' 00), 

c'' d(ß) sin CO fonot* (cos' u), sin' w) , 

lesquelles ^tant int^gr^es depuis oa = jusqn'a eo = 2^^ donnent des r6^ 

sultats nuls par ropposition des signes et r^galit^ des elemens de ces 

integrales. 

II suit de h\ que les valeurs pr^cedentes de Ä-t, Yi, Z^ sont r^- 

ductibles h Celles *ci: 

30 • 
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X, = e dhf ä^ß^^^\^'^\ 





^^ cosd %m6 ,dO 



,=fdkj dtaj -. — ^- 



Z, = ^ dk/'" dlf £2i^£*. 

Si Tod observe maintenanti que 

e = cos(jp'a?), /*= C08(jcr'y)5 y = oo«(ap'«) 
OD en coociura , que ces valeurs de X^^ Yi, Z^ soiit les compoflantes de 
la foroe unique 

57. T=. dkrd^f ££!l^^l-^, 

dirig^e suirant Taxe des x\ II serait superflu de rep^ter ici lea remarques 
deju faiteft f ur les diff^reiitcs mani^res d'eDvisager la direction de oette force 

C'Omme on a vu dans le No. 16. ^ que 

— — 2do = do —do — ii^— eliij 

si Tod uomme dßF, d3t' les deux ^l^meus 

de l.t messe de la coucbe elliptique qui se trouvent sur la meme direo- 
tioo^ OD pourra roettre Pexpression pr^c^dente de T sous la forme 



^=#(f-'+^')-»- 



Cette foroe , ainsi exprim^e par les oomposantes des forces el^mentaires 

—j-ß --i- y parait Evidente a priori: mais en youlant s^appuyer uoique« 

ment sur celte consid^ratioo synthetique, od iaisserait dans Tobsourite la 
conditiooi que les surfaces iot^rieure et ext^rieure de la couohe doiveat 
etre semblables. 

2 h Soit^ pour un momeot^ siod = j?; il vieodra 

dk ~c/ y V^L^'+(B'cos*w + C'sin*« — ^0^*]* 

Ed ex^outaot riot^gration par rapport a r^ et rempla9ant x par sio9^ od 
obtieut 

B' cos» « + C siü» ir^^' • 
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--»?'«' 



Maintenant, si l'oo fait Q^fif ie premier radical du numerateur «levient 
Dul en vertu de requation (56.)» et Tod a 

T = tlk yT^'J ^4. _ ß/ cos» o> - C Sin» o» ' 



u 

ou bien 



T — dÄ yT^J ^2 A'— B'— C) + ( C— JB) cos 2 u 




Cn cx^cutant cette integration , 00 trourera 

4« dkVA' 



T = 



V^[(2 d'— B'- C'f — (C— ß')*] ' 
ou bieo 

-« m 2ndkVA' 

Cette expressioD de T doit s'accorder aveo celle qu'on voit daos le seoond 

membre de l'^quation (43). 

Pour rendre cette identit^ Evidente, je remarque d'abord, que 

A' A' -^A^ 

{A'—B'){A'—C') "" A'*—A'(F+C^T+B'C'~' 2A'* — J'iA'-i-B'+C')+B'C' 

A^ 

~" A'*—A'* {A'+B'-{- C') + A' B' C ' 

Mais nous avons d^montr^ daos le No. 9. que les trois quantit^ A', B', C 

sont les racines de l'^quatioD (21.); partant on a: 

4'Ä'C' = »»»*»; 

^'+jB'+C'—*(l + »i + »)—a'(»»+») — »1*^(1 + »)— nc'(l-l-m); 

Ji« = 4«(it'+B'+C')+^'B'C'— ^'ÄEOTnCo^+d^+O—AfCTO+n+mii)]. 

Donc la fonction des racines 

^ 

{,A'—B'){A'—C') 

est ^qiuvalente k la quaotit^ 

A'^ 



.rf'» (-.<'4- ß'+ CO + 3 ^' £' C— 2 ^' A [m n (o»+ 6»+ c*) — * C« + « + m «)] * 

En divisant par A^ le numerateur et le d^nominateur, et rempla9ant en« 

tuite -^r par -r ^^Vj on aura 

-^TA' 1 

\-\[A-B'){A>-^C'\ ~" Tlr» 

OU je faisi pour plus de simplicite, 

+ * [( l -|- «i -f. n) + 2 V («» 4- » + »» n) -|- »in v*]. 
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Maiotenanty si i'on remplace ioi k par sa valeur fouroie par le premier 
membre de T^quation (10.)| od aura: 

Cette expressioD peut etre ^crite ainsi: 

TT — a^{i+niv)(i+n r) . m^h^ (i+v )( i+nv) . w»c»(l+y)(l+my) , 

et en la rapproobant de oelle de Q^ donn^e par requation (14.) 9 il de« 

vient maoifeste, que 

jj s- ^ ii . 

^ (l^y)(l+mv)(l+Äy) ^ 

ce qui rend ooiDcidentes les deux equatioDS (43.) et (58«). On doit doDC 

regarder comme directemeDt demontrees les diflerebtea formules rappor- 

t^es dao8 les Nos. 12. et 13» ^ poiir exprimer rattraction de la couche 

elliptique termin^e par des surfaces semblables, ainsi que les formules (H.) 

qui doDDent Tattraction de Tellipsoide entier. Et ces formules une fpis 

^tabliesy il est faoile de les ramener a la forme des formules {L\)^ eo 

faisant en sens contraire la transformation op^r^e dans le No. 12.; c'est* 

ä-dire en posant^ respeotivement : 

1 X» 1 y« 1 z^ 

l+M l+i/' l+wiM l+w»y' i+nu 1+nr * 

dans les expressions de X, Y, Z qui constituent le second membre des 
^quations (JB.). 

22. Si le point attir^ ^tait pJac^ sur la surface ext^rieure de la 
oouche elliptique, la direction de la foroe T serait normale ä cette mSme 
surfaoe, conform^ment ä ce qui a ^t^ dit dans le No. 12« Or il est olair 
que, dans ce cas particulier, on a y = 0: donc la formule (43.) donne 

«iO T — _Jl2.1L___ 

Cela po8^, il est facile de d^montrer, que cette force est proportionnelle 

ä r^paisseur de la couche, au point d^termia^ par les coordonn^es a, 6, c; 

c'est-ä-dire au point attir^. En effet; Fequation 

ä' + mb^ + nc'—k = 
donne 

de ^__^ ^^ a ^ de ^__^ ^__^ mb 

da'^^^'^ nc' db "^ ^ nc* 
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Mais on sait que (c'— r)/"(l-j-p^ + 9^) repr^seote ia loogueur de la noiv 
male depuis Ia surface jusqu'au poiDt d^termine par les coordonnees a^^ V, c^: 
dODCy V^paisseur de la couohe est ici exprimee par 

nc * ' ^ 

Or D0U8 avoos 

ö'^ + «!*'• + 11 c'' = k+dk^ ä''\'mb^ + nc^ = k; 
et par coosequent 

dk = (a'+a)(a'—ä) + fH{b'^bXb'-^b) + n(c'+€)(c'—c): 
dooc CD observant, que les ^quations de Ia normale donneht: 

(«'_ a) - (c'- c) ;^ = , ( J'~ b) - (c'- P) f^ « 0, 
il vieodra 

7t C 

II suit de lä qu'en nommant Ei I'^paisseur de Ia oouchei od a 

«*(l+^')+'"'6'(i+-j)+»*<'*(^v)* 

. a' &' c' 

Si Ton observe maintenant, que les rapports — ^ T~> — di£Pereot de l'u^ 

nit^ par des quanth^s du premier ordre on en cooclura qu'en n^gligeant 
les quantit^s du second ordre ^ on a 

60. £:x= ^^ 



oe qui rend la formule (59«) äquivalente a oelle-ci: 

61. T=4;r.JE?x. 
En r^tablissant par Ia pensee le coeffioient qui meuire Tintensit^ de l'at- 
traction (coeffioient que nous avons taoitement suppos^ ^gal a l'unit^) cette 
formule revient ä dire, que Tattraction d*une coucbe elliptique termin^e 
par deux surfaces semblables, sur un point de sa surface ext^rieure est 
normale ^ cette surface , et proportionnelle a Tepaisseur de la couche en 
ce point. En partageant T^paisseur Ei , depuis la surface inl^rieure de 
la couche, dans un nombre infini d'^Iemens rectilignes exprim^ chacun 
par dEi y chacun d'eux sera sollicite par une force proportionnelle ä 
TdE^=^4r7rEidEiy puisqu'on sait que T^Iement dE^ n'^prouve aucune 
aotion de la part de la couche qui lui est superieure« Donc, la somme 
des forces qui ont Heu sur la totalite des points distribu^s sur T^paisseur 
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entiSre Ei sera proportionnelle h Tiot^rale ^it JK^ dEi=^ 27r.E]. Cette 
aomnie^ on r^ultante^ ^tant appliquee a toua les pomts de Tuoite siiper- 
ficielle cofistitue ce qu'on a coututne dappeler la pression contre Vair 
environnant, lorsqu'on adapte le principe prdcedent a une coiiche elliptique 
formee par Telectricitä en equilibrc sur la surface d'uD ellipsoide. Car, 
la loi de cette force r^pulsive ^tant la raison inverse du oarr^ de la di- 
atance, ii est ^Tident qu'il suffit de ehanger le signe du r^ultat final pour 
passer du oas des forces attractives h celui des Forces r^ulsives. La 
pfession sur un ^l^ment superficiel u> sera donc proportionnelle k 27rüt)El 
=:4-T.£'xOü: mais E^o) repr^sente levolume dupetit prisme ayant Cd pour 
base et Ei pour hauteur: donc il est permis de dire, que ie fluide ^lec- 
trique exerce sur chaque Clement superficiel de Tair environnant une pres- 
sion qui est en raison compos^e de la force r^pulsive et du voIume diffe- 
rentiel de la couche qui lui est adb^rent. 

Cet enonce revient h celui que Pon aurait imm^diatemeDt en aup- 
posant Egales toutes les forces r^pulsives ^man^ du petit prisme Eita: 
mais, pour la clart^ des id^es, il n'^tait pas inutile d'^tablir uoe teile 

distinetion. 

Pour une couche elliptique de r^volution, la^formule (43.) donne 

ß^ m 2n.dkV(l+v) 

%}£. J. "^ V[a^(l+mv)«+mM^*+c*)(l+y)*]' 

oü Ion doit mettre pour v la valeur rapport^e dans le No. 6.9 en se rap- 
pellaot, que a^ b, c sont les coordonn^es du point attir^ (exterieur a la 
couche) coniptees depuis le centra de la couche* 

D'apros ce qui a et^ dit en finissant le No. 6., on pourra adapter, 
de la meme inaniere, la formule (43.) au cas ou le point attir^ serait plac^ 
dans le plan dune des trois sections principales de la couche elliptique. 

23. Pour mettre les formules (f/.), etablies au oommencement du 
No* 12., sous la forme explicite des transcendautes elliptiques de pre* 
miere et seconde espece, il faudra leurs appliqner la transformatioD eo« 
seignee par hegendre. 



Apres avoir fait: 
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on (rouvera de oette maniere 

ou M d^igne la masse de rellipsoide. 

Les trois iotegrales ^tant r^duites aux traoscendantes elliptiques 
sont tellea qoe Ton a: 





en obtervaDti que il's=/"(I— /j'^sin^fl). 

PoQF saiair le priaoipe de cette trangformatioDi il faut coosulter les 
formalea dopn^es dans les pages 257 et 550 du 1*' Yolame du TraitS des 
fbnctions elliptiques- de Legendre. 

On sait qua les formules {L^'*») s'appVcpieoC aussi aux poiots attir^ 
qui seraient int^ieun ä la masse de Tellipscude .par le seul chanffement 
de la limite 0^ qui^ alors doit ßtra d^termio^ par les ^quat^ouE^ 

Äi sind = iTCaJ — cj); a^ <wö » Cx. 

Les formules (L^^) partagent donc aveo les formules <{1X) la pro« 
pri^t^ remarquable, d'embrasser les deux cas de l'attraotioD sur les pobts 
Interieurs et ext^rieurs h rellipsoide par des integrales qui different uni« 
quement par' les limites entre lesquelles elles sont prises» 

24« Pour un analyste, il est curieux de voir^ comment les formu« 
les fort simples d^signees par {L\) dans le No. 12«| sont r^ductibles d la 
forme plus compliqu^e sous lacjuelle eiles se sont preseotees ä Legendre 
en composant son Memoire sur le memo sujet qu'il apublie dans le Yolume 
de l^Aoad^mie des jSciences de Paris pour rannte 1788« 

Sour oela^9 je remarque d'abord, que Texpression de la foroe X 
peut ßtre ^crite ainsi: 

€NDe'f fcmal a. IL Bd. XX. mi. 3. 31 
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n(-(-^)i£)('-<«-^)if.)i* 



ou on peut faire v = — , en prenant pour t la racine positive -4' de l'^ 
quation (18»)< 

Cela pose^ j'imagicie deux variables co^ et ^ li^es par l'equation 

tout«A-fait semblable ä requation (18.) , et je fais 

A la limite ^^ = 0^ on prendra co^sO; et A la limite 0^ = 1 on satisfera 
d cette ^quation en prenant^=A^ (jc!^ssA\ 

En multipliant par oo^ les deax membrea de l'equation (63«)| il est 
facile de voir qu'elle peut etre mise sous oette forme: 

En diffi^rentiant oette ^quation par rapport a ot)*^ et. w% on aura 

J.W' = [«'+ \n-^Ji-i) w' + n-("-l) -^] ^-^^ 

^ l[in-Cm-l)w»]» ^ [„_(«_l)w»J»J ^ "'^ • 

OU bieo 

j ^ Tai »«'i' I »'c' 1 j » 

^•"^ = [« + „^^^_i j^ + irr(;r::--irw-J ^- '' 

r m«>«[m--(w— l)w«— m] , n*o*[n—{n—i)w*—ni ] , , 
"^l [m—(m —l)w»]» "*" [n— i.«— l)wM» J*'^* 

Done en r^duisant, on a 

66. rf.U)^ =^ [«'+ [^-("-i)w*l* + [n-.(n"^l>wO' ]^-^ 

En substituant cette valeur de d. (w^)' dans re:q»res«on pr^o^dente de AT, 
et faisant pour plus de siroplicite, 
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67. A = ^'^•'■^^g^^'**-^"^) 
on trouvera 

Bft jr — Air r^^' ^.m^dio 

Cette expression de X est conforme h celle trouvee par Le^endre (voyez 
p« 483 du voIume cite) en obserrant qu'oD doit j remplaoer ^ par la 
fonotion de ot>^ qui donne la racine positiTe de requation (63.)« 

Par exemple^ dans le cas fort $imple ou le poiot attir^ serait piac^ 
dans le prolongement de Taxe des a, il faudrait faire 6 = 0, ^ = 0; oe 
qui reduit la formiüe (68.) ä 

jr — If f^^ ' _ o*^<»V(«*+0 

et requatioD (63.) k Gü^-}*$f^==^** ^^ sorte qu'il faut ici remplacer ^ par 
a'r— te)^ Alors^ od a 

= ^7 y[,._..(._i)][.._..(._±)]- 

Pour aroir la liniite A' il faut faire ^z=z h ^=> a^ — a] j dans T^ciua* 
tioD oü^-1- ^ = a^; ce qui donne oi^ z=lA' z=za\. Doao, en posant u) -=, CiX, 



a! «« 



«i=-rj, nsss-fj on aura 

, /([a^+(61~af)a:M[a^+(cr-.a;)x«]}i 

o'e8t-4«dire un r^ultat conforme Ä celui que doone la preroiere des trois 
^quations (L.) pos^es dans le No. 12«, en observant que^ dans ce cas 
partioulier> Ai^sa. 

Pour donner , dans la forinule (68.) ä la 'differentielle soumise au 
signe integral une Interpretation geom^triquei rappelons nous la remarqua 
faite en finissant le No« 15. Sui?ant cette remarque, toute vaieur de ta] 
oomprise entre z^ro et A' peut etre ^gal^e ä la fooetion d^sign^ par IP, 
et d^termine une surface conique qui p^n^tre Telüpsoide de roanidre que 
la vaieur de oo^ est constante pour tous les points de la surface ainsi for« 
ni4e dans riot^rieur de rellipsoxde« Donc, les deux surfaoes coniquos eon« 
s^cutiveS) correspondantes aux vaieurs de oa et o) 4" ^^ de a>> retranche- 

31 • 
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ront dans la masse totale de rellipsoide une oouohe comqae dont l'at« 
traotion parallele & Taxe des x, sera exprim^ par 

JhA^.M^ dm 

o'est*ä-dii*e paff une fonction des cinq quantit^s constantes m, n, a, b, c 
et de la quantitd rariable oüV 06 sorte que, c'est seulement dans les limites 
deriot^gration subs^queate par rapport ä a)> qui demeure indiqu^e, qu'on. 
peilt apercevoir TexisteDce de T^i^meDt k qui read diff<^rente rattraction^ 
sur le meme poiot^ de tous les ellipsoides semblables et coDcentriqaes. 

Les artifioes de calcul par lesquels Legendre est parvenu u une 
d^monstratioD direoto de la formale (68«) sont fort iDg^iueux. MaiS| il 
est impossible d'appr^oier au juste le degr^ de la complioation et le m^rite 
de la difficult^ vaiDCue, sans suivre pas ä pas les transformations et les 
r^doötioDS ö travers lesquelles od doit passer pour mettre en ^videnoe la 
propri^t^ oaracteristique du r^ultat obtenu par le procede de son inte» 
gration. Malgre les indioations laiss^es par Legendre il n'est pas fort ais^ 
(du moins pour moi) de retrouver^ ni les r^ultats intemsödiaires ni le 
r^ultat final« Je pense qu'ii ne sera pas tout-ä-fait inutile d'exposer w 
aveo detail la marche que j'ai suivie par y parvenir. 

§. 4. 

Demonstration de la formule donn^e par Leg^ndre daos la psge 479 du Volame de 

TAcademie des Scienees de Paris pour Fannee 1788. 

25. Seit 

— s=5 C0SCX9 — = cosß, — s= cosy; 

r ' r r * 

d'apres la formule (54.) , nous arons 

y ^ rr R eo8 a.d s 

pour la composante parallele u Taxe des or de la foree attractire de Tel« 

lipsoide entier« loi^ oa doit prendre pour R Texpression qui lermine 

leNo. 18. 

Cela pos^9 81 l'on fait 

cosa =s sin/i.sin^^ cosß == cosp.ninq, 00S7 s=s cos^^ 

on aura 

ds = dpdg.ünq* 
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D'un autre oöt^, nous avons 

doDC eil Saisant 

ar' = -^, v' s= — 

OD aura; 

" 1 J /3._ ^ y 

^^^'T^l+P^+T^^ ^»P-v7lHP?^+7i)^ ^^»y~>r(i+^.«+j^.)- 
et par cons^quent 

taogp = p-; Mii;».tangy « -; tang^ = ^ ^ ^ 
äp = — coß>.^; rfy = — co8'^./'(I+af'*).|J-; 

j , • die* dy* j dx' dy* 

,„ da?' dy' 

(l-f-a;'»-f-_y'*)» 

II floit de lä que 

j- — o ff « rf^* <?y^ 

AchieUement, ri Ton veut introduire la variable R^ au Heu de y', il faudra 
tirer de oette expression de JR* la valeur de äy" en regardant x' comme 
quantit^ ooDstante; oe qui donne 

En substituant la valeur de äy' tix4e de oette «kpiatioo dans i'expression 
pr<So^ente de X, tt viendra 

y __ „ r r R* dR da/ 

~" M (l+mx'*-{-ny'*)inc{a^mbx'-^ncy')'-nhy*—y'R*y 

Mais, en posan^ pour plus de simpUcit^ 

F* = iP + «Ä— nV; 

G' SS a '\-mbx'; 

W =, (a-{-mbx')''^kCi+mx") — B>(i+x% 
PexpreMiott de B^ fournit l'^quation 

F'y"-^2nc.Gy = IT 
de laquelle on tire 

ry* =3 ne.e''\'Y[(n€Gy+U'F'U 
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partaot on peut ^rire 

Le binome (n eGy -(- H^F^ 4tant ordono^ par rapport h x'y prend la forme 

QU Too a 

Mf = (JR^ + iwÄ— m^Ä^)/?^ — (mwftc)^; 

E' = (Ä^+Ä— a^)iP— (iiac)\ 
DonOy en d^oomposant ce trinoroe en ses faoteurs, on aura 

(nc&y+F'H' 

5= — ]Ö7 [itf V~A^'— ^(N^'-E^M')] [9IW—N'+ ^{N^''-E'M% 

Comme la quantite ^[incGy+F^H*]j par sa nature, doit etre reelle 
daoft toute Ntendue de la double iot^grale, si Ton admet, pour un mo« 
ment, que 1^ coefficient M^ demeure positif dans cette ^tenduey od 
pourra faire . 

ce qui donnera 

Aipai, en faisant pour plus de simpUcit^ 

D' = ^(N'^—E'M'), 
et observant que 

M'G' = iH'(a + Ja?') = M' a + mbN' -^-mb.D' coi:p, 

ilf'a+mÄ^' = a(ir + »iA)F', 
on aura 

70. M'x' — 2V' = i>' oo8(p ; 

71. F'/-iinc(JR'+»«Ä)^~«»«*<?.|ico8(p = -^^. 
Les expressioDB pr^dentea de M'f iV> £' donneat 
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En subttituant pour F' sa Taleur K'-^Hh'^n'c% dans le aecond facteor 
seulementj on trourera 

ou l'on a fait pour plus de simplioit^ 

72. D" OS a»(ll' + oiÄ)(iP+nÄ)+m«i'(Ä« + Ä)(Ä'+nÄ) 

+ «'c'(Ä'-i-Ä)(Ä»+oiÄ) — (Ä' + Ä)(ir+mA)(Ä» + n*). 
D'apres cela^ fexpressioo pr^c^dente de X peut etre ^crite ainsi: 

OU Ton a fait: 

[P = ^'+11/1?*. 008 (P = maJ(Ä'+nÄ) + Z?/-JF'.oo8^; 

"^^ |(? = nac(Ä' + i«Ä) + .=iJ^oo8(P+Z>l/^.Mii(P. 

Les expreuioDS de J!f^^ 'S', E' peuvent ^tre miaes sous cette forme, 

74. üf ' = (Ä» + i»Ä)(Ä» + n/0--m'*»(Ä' + nÄ) — n'c'(Ä»+i«A); 

75. 2V' = ««*(ir + nÄ); 

76. £' = (Ä' + h) (Ä^ + n A) — n* c' (Ä' + h) - a' (ir+ nÄ). 

Par le rapproohement des ^quations (72.) et (74.) on voit aussitöti quo 

Jlf'(JP + Ä) = a'(Ä* + mÄ)(Ä' + nÄ)— i?»; 
c'est-d-dire que 

L'^uation (72.) revient ä dire, que 

N0U8 arons d^jä fait remarquer, qu'on a JR^ = sur la courbe de contact 
du cdne circonsorit a rellipsoidei et que la plus graode valeur de B? est 
la raoine positiire A' de Fequation (18.). Or il est manifeste^ par le rap« 
proobement des ^quatioos (18.) et (78.)» qu'on a eo meine tems: 

D^ = 0, Ä' = A\ 

Gemme ^'s=cot/f, et y' = -7— ^ oo voit par les ^quations (70.) et (71.), 

que les limites de (p sont $ =: et (p s= 2 T^ tandis que oelles de il sont 
Ä = et Äss/"^'. 

Donc, requation (73.) ^tant ^crite avee PindicalioD des limites des 
deux int^ratioDs, devient 

79 X ~ 2 f'^^M^ B? dR f '" ^ 
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L'^quation (77.) d^montrey que M' a une raleur positive lonqae D^ =s 0^ 
ou bieo B?sszA\ Eo faisant B^sO, od voit par Ti^uation (74*) t quo 

üf 0= mnAih—mb^—ne^) = i9iiiA(a'--/k)9 
o'est-ä-dire une quantitiS positiire en supposant a^^ k. Si oo avait 
a^ <^ k, la quaotite ilf ' deTiendrait negative h la limite JR^ =s : mais on 
peut faire abstraotion de ce cas , et . le ri^sultat obtenu en supposant M' 
une quantit^ toujours positive a'appliquera , eo vertu de sa formen m6me 
au cas ou Ton aurait a^<ik. 

La formule (79.) est celle quo Leyendre obtient h la page472 du 
Yolume oit^ plus haut. Avant d'aller plus loio on peut remarquer qu'en 
7 faisant Ds=0, et par ooos^quent 

M' = -'(^'+;:yf+''*> (voyez l'^quat. 77.), 

eile ooiooide avec la formule (68.) , si Ton admet eu mdme tencuTi qu'on 
doit ^lioiiner h, ^u y substitiiaut pour A la fonotion de JR^ r^ultante de 
la Solution de T^quation H =: par rapport u la lettre A» 

Comme on sait, que la formule (68.) est la v^ritable^ des qu'on prend 
jR^ pour variable^ on a la oertitude, que Tint^gration par rapport & P doit 
conduire au mSme resultat^ en partant de la formule (79«)« Si cette iden« 
tit^ n'est pas Evidente dans le resultat ainsi obtenu, cela tiendra & la oir- 
coQstanoe qu'il doit ooin eider ayeo oelui qu'on obtient d'abord en faisant 
D SS 0* Et souvent, dans le Caloul Integral , il faut revenir h la formule 
möme qui est soumise au signe de Tint^gration , pour avoir moins dif&ci« 
lement les resultats i^dlatifs aus: cas particuliers d^pendans« d'une intdgra* 
tioD moios compliquee« 

Si on ne veut pas revenir de la sorte sur la formule primitive , il 
faut savoir preparer le resultat gen^ral de maniere & pouvoir en conclure 
le oas partioulier qu'on envisage« Cest ordinairement par un d^veloppe- 
ment cpnvenable, ordonnä par rapport ä la quantite quI doit Stre annul^e, 
qu'on atteint le but. Cela revient u imiter le proo^d^ dont If Ahmbert 
a donn^ l'exemple daos le cas de l'integration des equations Unfaires d 
coefficiens constans, lorsque T^quation alg^brique dont Tint^gration depend 
a des rficines Egales. 

Legendr e, qui voulait, a toute force, tirer de la formule (79.) le 
th^reme de Maclaurin daos toute T^tendue dont il est susoq^tiblei a 
oonduit riot^gration de maniere ^ mettre en ^vidence dans le r^ultat la 
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double propri^t^ qu*il a: l^ d*exiger la condition exprim^e par Tequatioa 
JD = 0; 2^ d'etre assujetti A la condition , qne la quantit^ A doit etre 4lU 
min^e et remplacee par la fonction de jR^ tiree de l'equation D s=: 0« 

En suivant un proc^de dintegration difl<^rent de celui imagin^ par 
Leyetidre on aurait un r^suUat^ vrai en lui-nfidme, mala sous une forme 
fellement differente qu'Il serait tres difficile d'y reconnaitre cette double 
propri^i^« 

Pour faire niieux sentir, en quoi oette diffioulte oonsiste, conside* 
rons le cas partioulier ou le point attire est plao^ dans le plan d'une des 
f rois aecticna principales de rellipsoide« Alors on peut faire c = ; oe 
qui r^duit la formule (79.) ä oelle-ci: 

X - 2Ä^'ä^ Ja/'" ^^^^y 

ou Ton a fait, pour plus de simplicite^ 

Or, en ex^cutant Tint^gration par rapport A (p (apres avoir decompos^ le 
coefBoient de d(p en deux fraotions partielles) , on obtient ' 

sans que rien puisse iodiquer requivalence entre ce r^ultat et oelui qu'on 
aurait en y faisant jD = Oy et eliminant ensuite h par sa valeur en B} 
tir^ de cette equation« 

Ce fait est d'autant plus remarquable que^ si, au lieu de traiter la 
double integrale entre les variables it^ et ^ on la traite avec les tariablea 
primitiTes p et ^t il est possible de trouver pour X, dans le cas de c ss 0^ 
une expression ou le tb^oreme de Maclaurin est rendu Evident par la 
forme meme du r^ultat, ainsi que oela se troure d^montre dans le M^ 
moire de Legendr e. Dans le cas plus simple oü Ton a a la foiS| cs=0, 
i SS 0> Texpression pröc^dente de X devient h cause de B s= : 

CreQe*! ionniil d HL Bd. XX. Hit 3. 32 



246 1>^« PlanOf sur taitraciion (tun ellipsoide hoMOgene» 

Mais id) 

IT = üf (fl^— Ä^— Ä); 

partant ^ 

TT — A-rA'*' ^ 51^^ 

ou bieo 

oe qui s'accorde avec le r^sultat connu« 

Le parametre h, qui disparait ici fort simplement^ doit ausai dispa« 
raitre dans la formule (7^). Mais, pour eela, il faudrait pouvoir d^tivrer 
cette expression des facfeurs oommuns au num^rateur et au d^nominateur« 
Alors OD verrait qu'elle se r^duit k uue fonction des diflPI^reooes 

m(Ä*+nA)— n(ÄH^Ä); «n(Ä^+A)— (Ä^+iwÄ); ii(iP+Ä)— (JfP+nÄ). 

Mais cette forme de Texpression de X n'est pas favorable pour aperoevoir 
une teile r^duction. 

26. Toici par quels moyens ce but a ^t^ atteiot« Leyendre a 
d'abord remarque^ que TiDt^grale de la formule (79.) relative a la variable 
(P demeure la meme en y ohangeant ^ en ^ + ^1 ^ ^taot un angle con- 
staut« Eo effet; il est ici question d'uoe iot^grale d^finie de la forme 

/^^ d^ r^^ d(p 

Or il est clair que, si, au Heu des limites et 2;r^ on prend € et 2t4"^> 
on a 2T + ff 

/'^ dq> ^ /*27i+e drp 

e 

dar 9 le d^oominafeur N prend ^ depuis 2 7 jusqu'ä 2;r+£ les mSmes va- 
letirs qu^il a depuis (P=s.O jusqu'ä (P= f. Cela pos^, faisons (pss^^-f, 
il viendra 



/«n+f £2 /» 271 . . . .. dfp 



a + bco3{y)^ii)^c sin ( V^+e) + e sin (2 v/+2e) +/ cos (2^+2e) * 
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Aotuel1eiii6Dt| rien n'emp^e d'^onre P au lieu de \p; ce qui rend la 
valeur primitive de / -^ ^gale a eelle qui a Heu, entre les meines 

Ü 

limites^ apres avoir remplac^ (P par ^-]-^* 

D'apres oela on peut remplaoer, sous le signe int^gräly P et Q par 

P = mab{IP+nh) + ^rii^Jni ü) I^<>»^ ~ »in(p>tapgg] ; 

D VF^ 

AotuellemeDt, si Tod fait 

tang« == ^ /-Jf' 

{A et B ^tapt deux quantit^f qui seront d^termioees daas un moment) 
OD aura 

Maiotenant on voit qu'il oonTient de prendre 

Ä =: nc, jB == »jJ(Ä'+iiÄ). 

De lä on tire 

»ii»Jc.jB + M'^ s= nc(Ä'+nÄ~n'0(il" + »iA) = iicJP(B- + »iÄ); 

tiiii*c..4— ir SB oiJ(nV — »Ä— Ä') = — »ift.FV 
«t par coDs^quent 
P« ma6(Jl»+ »Ä) + [«»(«'+ «Ä)co«(P~nc vrilf'.8in(?>]Z>^(5q^;-jj)j 

(?= »ac(Ä'+inÄ) + [nc(Ä»4-twA)co8(p + flift /•j|f'.8in(P]l?j/(gq^;-jj). 
D'apres T^uation (74.) , on a 

donc en faisant 

80. IP = mH\tP + nh) + n^e\B:-\-mfi)i 

81. If' = !• = (ir+ «Ä)(Ä» + n A) — 17» 

" Ä»+» Ä« + ik* 

OB tnra 

32* 
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82. P a fn»(A'+nA)(a + ^oos(p)— ^nc.sin^; 

83. (? SS fi«(B'+mA)(a+^cos^) + ~m».nii^; 

84. X ^ lf'''T»R'äRf \,^J;^_^^^, . 
En posant, poar plus de simpHcit^, 

ß= mit (01** + nc')T»; 

7 =5 Qmn6c(ii— f}i)A*r/ 
ü viendra 

= T»+a(« + ^co8(p)'+ßg^8iV(p + 7(« + #co8(p).^ii*n(p. 

On ne peut pas dire absolument, que ces derniSres expressions de 
P et Q soient plus aimples que les primitives ; tnais elles sont plus sjmd« 
triques dans leur forme , et oela peut contribuer ä donner lieu^ daos le 
resultat de riot^gration ^ ü des simpUfications qui^ autrement ne seraient 
pas aner^ues« Toutefois^ il est permis de croire^ que Leyendre u'a pas 
TU a priori uo tel avautage, et que c'est seulement apres des essais justi-» 
fi^li par des calo^ls ulterieurs, qu'ii a donn^ la preC^rence A la for« 
mule (84.) sur la formule (79.)« Cn r^it Daif des tatonnemeots de ce 
genre serait fort iostructif; rnaisi par des motifs difliciies A devioer, il est 
rare de reocontrer daus les Berits des grands g^om^tres des exempies com« 
parables $k oeux qui nous frappent en lisaot les ouvrages d'Euler. 

Au reste^ la formule (79.) a aussi ses arantages« Par exemple^ 
dans le cas particulier ou le point attire serait placd sur le prolongement 
de Taxe des a, on aurait b=zOy rssO; oe qui infroduit dans les formu« 
les (S2.)y (83.) l'cxpression zero divise par zero« Au contraire, les ex« 
pressions de P et jß qu'on voit dans !e second membre des ^quatious (y.) 
trourees dans le No» precedcot, donnent 

ou on doit faire 
De Sorte qu'on a 

Q^ = il!f'(Ä^ + mÄ)(a*-jR^~Ä)sin'<i?- 
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En introduiaant oes raleun dans la formule (79.), et laisant pour un moment 

il viendra, 

d'ou l'on tire, en exeoutaot riat^gration par rapport ä (ß: 

La formule (19.) donne A = a^— Ar; partant 

ou bien 

a + ß = i»f' + »»(Ar— iP)(ir + nÄ), . 

DoDO i'expressioD pr^o^dente de X. donne, apres avoir Substitut pour M. 
sa valeur: 

OU bien ä cause de a^i=:A-{-A;.* 



/ 



•)]}■ 



L'^uation (18.) donne dans le cad actuel c^ z=z A^-i-h, c'est-S-dire 
A* := k^=^a\m Ainsi en faisant RssaiX obtient 

ee qui B'acoorde avec les formules (X/.) pos^ au oommencement du 
No« 12. Mais il faut bien observer, qae cette formule est ainsi trouv^e 
directement, sana l'emploi du tbc^orAme de Maclaurin. Or oela n'est pas 
facile en opdrant autrement. Lagrange meme s'est contentc^ (Yojez M^ 
moires de TAcad^mie de Berlin pour Tann^e 1775^ p. 273) de d^montrer^ 
pour ce cas^ le tb^oreme de Maclaurin, sans faire voir^ comment on pou« 
vait a priori r^duire aux transcendantes elliptiques son expre^^sion de X 
qu'il obtient s\ la page 276. La complication de cetto formule offre un oon« 
traste frappant^ lorsqu'on la rapproohe de oelle quo noua venons de trouver* 
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La seule iospeotton de la formule (84.) rend manifeste la posBibi- 
lit^ de rint^gration relative a (p: tuais eile exige^ que le d^nominateur 
T^-^mP^-^ nQ*' seit decompos^ effectnrementy eo deux faoteurs de la forme 

(A, + B, cos(P + C, 8in(P)(.<+ B\ oosCP + C. »intp); 
et oette Operation , qai parait facile^ demande une adresse, dont JLejfendre 
^ait peut*etre le seul homme capable, pour etre conduite de mauiere k 
poiiFoir lire daos le r^sultat la proprietd qu'on veut demontrer« 

27. Avant tout fohservOi qu'en faisant pour un raonient: 

a+jj co9(p = or, j^8in(P = y, 

la fonction T^ + mP^ + ^ö^ prend la forme 

A + Bx^ + Cf -^Exy. 
Eu multipliant les deux facteurs 

.(a + ßa.+yr)(i+ß'*-ir) 

on obtient 

c'est-ä-dire un produit qui ne peut devenir comparable A la fonction 
A'^Bx'-^-Cy'^'^Exy, sans poser T^quation 

ß + aß' = 0. 
MaiS| alors on aurait seulement disponibles les deux oöefiicients c& et y; 
et il serait impossible de satisfaire aux trois ^quations fournies par l'ega* 
lite des trois ooefficients de x\ vy, y^ Legendr e surmonte cette diffi- 
culte par Tartifice suivant« II observe d'abord^ que 

ou bien 

a- + j^ = «' + §; +2fl(a + ^co»(p)-2a»: 

de Sorte qu'on a requation 

En rempla^ant M' par T*, requation (77.) donne 

D^ « a'(Ä- + wÄ)(Ä» + iiÄ) — (iT + Ä) aP; 
et requation (81.) donoe . 
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Dono nouB avons I'equation 

^»+y»— 2«af+-^(Ä'+*— a') = 0. 

Aiosi, rien n'empeohe d'ajouter cette qaantit^ nulle, multipli^e par 
un ooelBcieot ind^termin^ H, un trinome T*'{-mP^'^nQ'^: alors, en 
reinpla9ant P etQ par leurs valeura fournics par les equations (82.), (83.), 
OD aura 

= T*+H-^(Ä* + Ä— tf^)— 2 air(«+^ cos (p) 

~ 2»»»Jc(in— n) TÄ^ (a + ^eo8(p) ^sin(p. 
Cette expression etant de la forme . 

A '-'2aH{a+ ^coi(p) + B{a+§ oos (p)* 

+Äg^s.V(p— 2G(« + ^co.(p)^8in(p, 

on pcut la supposer ^gale au produit de ces deux facteurs: 

A +^r(«+ ^ co8(p) '+AV' ^ sin (p, 

l_(F+2^)(«+^oo.(p)-P|5iD(p: 
il sufBt pour cela d'^tablir les ^quatioDS 

et d*en tirer les valeurs de T''^ V, H. 
Comme 

il oonvient de prendre 

" — z • 

alors Z sera la nouvelle ind^termin^e qui remplaoe H. Par la Substitu- 
tion de cette valeur de H od a donc 
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B+-^(Z— Ä'— Ä+«') = 2 ; 

£+— ^*(Z— Ä'-Ä + a') = 0; 

ou bien en rempIa9aDt B, E, G par leurs vaieurs: 

»/i'J'(jr+nÄ)H »V(ÄH »»*)*- ^^* + ^^* (Z— Ä'— Ä + <i') 

z » 

r^uation (80.) doone 

tri_n,n(OT6'+ nc-)Z = — »*'J'(»Z~Ä'— nA) — n»c'(»»Z~Ä'— «lÄ); 

donc en faisant pour plus de simplioit^: 

( V =: K'+ nh ) ( xV = nZ — V ) 

!et trois 4quatioo8 pr^j^dentes pourront Stre ^orites aiosi: 
86, FI^CL+a')— 17' 2"-i-2flFl7^ !r + »i»J»v' Z + n'cyZ = a, 
87c r''T»(/, + «') + i»'J'iV+n c'Jf =s 0, 
88. FF 3P(L+a-)— aF'l/'r— wiiJc(m— n)Zil' = 0. 
Maintenant, si Ton iäit 



-4 "" ~T^L'\.a*)* 

OD awa, en tirant la valeur de F de l'^quation (88.): 

IT- 1 l^m I miifeo(in->-«)B*Z 1 

Sur cela j'observe, que 

(m'-'n)B?Z = (JP+iiÄ)il!f — (JP + mÄ)^ == vJlf— (xN; 
ainsi on peut ^crire 

ao P* ^ L 17' .1. mnbc(vM—ft N)-\ 

QA ir// ^ r^rra mntc(»itf— /i Jy)! 
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Cela po8^ je remarques que l'expressioo pr^dente de V^i doniie 

<)'ou ron tire 

F^T»(i:^+a^)~2aFl7^!r'=s — FF''aP(/i+a^); 
donc r^uatioQ (86.) est equiraleote h celle«oit 

Ed substituant pour jP sa valeur fournie par T^ation (81.)^ nous auroos 

En multipliaDt les deux membres de cette ^quation par X4»a^ ilnleQdra 

Lea ^qiiatioDs (89.) et (OO.) doooent 

et en vertu de reqaation (87.) on peut ^rire 

Donc en ^galant les deux membrea des eqaatlons (91.) et (92.) U viendra 

d'ou Ton äre 

X/r j_ ,x|(-M-t»'*'y'+^.n»cy)(m'6»iV+iiVJf)* 
+ (X.+a}j ^imnhenMv^Ny,f V 

ou bien 

+ if N(Iy + «') [«I«** V» + »*«*^' + 2 (M nÄc)» f* v]. 

En rapprochaot oefte ^Quation de r^ation (80.), on voit aüssitdt qu'ell« 
est divisible par ü*, de soM^ c|a'on a 

93. «= »•'«»jLiV+nViiilf+üfJVCJD + a»). 
Mamtenant, h Ton oombine oette Ration avec requation (87.) mnlHpB^e 

par L, on voH aussitöt, quo 

V'T^L = MN; 
d'ou Ton tire 

96. F'r=l/(^. 

DoDO les ^quations (89.) et (90.) sont äquivalentes i Celles- ci: 

CieUe*» Joontl d. M. Bd. XX. Hft. 9. 33 
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II riSsuIte de tout ce que nous venons d'exposer, que dans la formule (84.) 
OD peut remplaccr 

* 
par le produit de oes trois faoteura: 

ou les ooefficients sont des fonotions de la quantit^ Z, laquelle est ceos^e 
d^termin^e par l'^uation (93.). 

De Sorte que la formule (84.) est equivalente a celle^oi: 

* J X-+a* J (p+gco89>+r8my)(p'-|-j'co»y — rsiny)* 

en posant pour plus de simplicit^ 

r = T'+aJT'i 1 = Tf.^; r = ^^i^s 

28. L'equation (93,) ^tant la base fondamentale du oaicul qui va 
suivrot il convient de faire sur eile quelques remarques afin d'en eclairer 
la marche« D'abord, eo divisant tous les termes de eette ^quation par le 
produit MNL oo la obauge en celle-ci: 

Actuellement, si Tod L, M, N par leurs valeurs douoees par les ^qua- 
tioDS (ß.) et (ß'.) pos^es dans le Numero precedeot,, on aura 

Or, c'est un caractere iah^rent ä la forniq de cette ^quation, celui de 
donner rezpression du binome h — Zj et nou ceUe de la quantit^ Z iso« 
leroent» De sorte qu'on doit regarder A — Z, et par cons^quent 

L = (Z— Ä)— Ä^ ilf = »i(Z— /i)— Ä^ Ar = it(Z— Ä)— -Ä^ 
comme aulant de fouctions de JR^ independanles du parametre represeote 
par la lettre k. D'apr^ oela> il est olairi que toute fonotion de jL> M^ N 
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acqiierra la m^me valeur et la Tn^me forme , soit eti y substituant pour 
h — Z la fonction de W, m, n, a, b, c tir^e de T^quatioD (90.) , soit en 
y faisant d'abord Zz^^O^ et reJnpla9aQt ensuite h par sa valeur tir^.de 
Teauation 

DonCy ai on parvient il^ d^monfrer, que ler^sultat de rint^gration par rap* 
port ä ^ de la formule (97.) est r^uctible k la forme 

X =3 2f^'''E'dR fonct. {L, M, JV), 



il sera d^montr^ que son existence est ii^e k la condition exprim^e par 
r^quatioo ,^ 

^ ir =x 0, 

puisque requation (100.) d^truit le second membre de T^quation (78«}. 
Quel que soit le resultat obtenu en op^rant sur la formule (97,)^ s'il est 
subordonn^ d l'^quation jD^ =s , il doit n^cessairement coincider avei 
celui de la formule (68.) ^ ainsi que nous raTons ayanc^ daos le No« 25. 
Le but du penible calcul que nous allons ex^cuter sera dono dirig^ de 
maniere ä faire voir^ que le produit 

r»z r d^i 

est, en demiere aoalysey une fonction de L, M, N, et des cinq param^tres 
m, n, a, b, c. Si oe resultat , par son exoessire complioation ^ ne parait 
pas r^duotible k la forme de la formule (68.) » il faudra en oonolure qu'il 
reste id une diffioult^ de pure algebrr k surmonter: mais cette difBouIt^ 
est isol^y et ne saurait infirmer la d^monstration qni oonoerne Texpression 
de Pottraotion de Tellipsoide« 

29« PoursuiYons maintenant notre oalcul, en fkisant 

^ _ DTJMN^ 

oe qui diangera la formule (97.) en oelle-ci : 

/•^ ZT'Jt'rfH r+w 2rf»(l+»«) 

" 33* 
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Oeb pos^ 81 Ton fait 
et ensuite 

Z,Z^ — Z» ^ Z, » 

on Mra 

= («+p^)/|-:+(»'-P'^)/^+2l:«»82'+5l:'»8^' 

d'ou Ton tire 

y. z,z, — V(-f,B,-cj)*"*'V(-<,B,-q)' 

L'ezpresrion pr^c^ente de X revient dono k dire, que 



/*''*' ZT» Ä» dR (o+i? ^) 



/ 



Les ^uatiom par lesquelles on doit d^termuier les qnatre ooefiSoients 
a, ß, 0.', ß' ^tant 
2C!,(a--aO+-^sß+-4ß' — Oj 2Ca(ß~ßO+Ä,a+Bja' s= 2; 

B,ß+B,ß' = 0; -4,«+^«' ts 2; 

ti l'on ftuty pour plus de umpKoit^: 

on en tire sans diffioult^: 

a — ^ , 

^ _ 4B,C,(^,-f^,^B.- B.) . 

P — 75 » 

Maintenan^ « Ton fait 

ß =r 4Cj(^+-4»+i»2+B,) + 2(Ba-^)(il,Ba— Ja»0; 



Vx 
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la formule (102.) cleviendra 

, „ rVA' ZT»R*dR SV 

Pour nous rapprooher des d^nominations de Legtnäre, nous ferons 

■^ "~ L-\'a** 

« _ innfrcZ(nilf — -miy) ,/ / L \ 

oe qui don&era 

J,= TH(r+Ä)(a + ^), J, = 2« + (F-Ä)(a+^), 

II est presque superflu d'ayertir, que lä lettre F a id une sigiiifioatioa dif- 
ferente de celle qu'elle arait dans le Nos. pr^dens« 
Les equationa (80.) | (81.) et (85.) donnent 

Cda pos^, voioi le caloul des differentes parties qui oomposent le seoond 
membra de I'^uation (103)« 

30« O'apres oes formules^ on « 
« r«+2«r'(F+iSf)+(a'-^)(F+S)«-.2^.:^ 

= r'{r»+2Ä(F+Ä)-.ö^>(F+Äy~^.M} 

«r»{T'+2a(F+5)-^-2^>(F+Ä)'-S[a»+(«»-^)g]} 

""' +2.«[,-<i^]_^[.H(.'-K)^l! 

Gemme T^ssficy — 17^: en aubatitnant eette raleur dau le aecond faeteur 
aeulementi il Tiendra 
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*Ä fH ^ T^ 1 "*■!. + «» («»+V l^» 

Si Ton obsenre maintenant, quo ^.as Z — ^^ on aara 

^a , 2 a» ü"» (g'+L — Z)a« t7« _^ LIT« . Z«« 17» 




«r r(a»~ A)l ___ 2aS.Z _ 2mna toZ« (nM—mN) J/' L \ 

partanti en posant 

AB,-^ci+ Ij::^, i|/^(^) == n; 

nous avonsy 

ou bien, h cause de "K^sZ — L: 

LU* , a*Z U* f„it_r <»'\5») I 

D'aprds les ^qaations (ß^) on peut ^crire 

104. ü'' = Z{mH^.n^n^c\m)^m^h\N-^fhe\M, 

et en substituant pour m^V^N^ n^c^M la valeur foumie par T^quation (93.), 
il Tiendra 

105. V^ = ZifiieJtfnl^) + ~^(«'+Ir) 

en faisant (oomme Le^enäre) 

k 83 m^> IzsA ne. 

Ainti^ on a 

et en remp1a9ant 8^ ptr aa valenry il viendra 




.t^t- 
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ou bien 



(a*4-x.'-Z)z*.fc*t*(w^-'»»iy)» 



LZ(wfc«-f-mZ«) , a'Z«(/t^« + wif*) Z.MxV 



Maintenant si i'on ^orit 

au liea de /xv, on aura en ayant egard k requation (105.) 

= ö.,_jifÄ')-(^,_aw)ü^(^:=2) 

II stiit de \kf que 

n = 

lfc«f»(«J!l— my)«(a*4-^— Z)Z« 

n « 

k*l*Z*(nM—mN)*(a* + L — Z) 

MN 



260 
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n 



MN («»+£— Z) 



17» 



T 



H - 



Z(wlfc»+iwl«)r a*Z 






ZMN 






atz 



Mabtemnty afin d'uifroduire le fadenr a^-\-L'^Z, Je remplaoe ^jqr^ 
par 

a*-f I. 



a*-^L 

et alon on a 



a»4-L 



r — (a*~i:.)g . i.(z~a'-i:.) : 

MJ — • . . , — X _» _|_ T » 



o»+L 



n 



V,v-ilfN)-(,v-.JßV)i^(2li^) 



, Z»(a*— Z.)(>it*4-mf«) Zi:.(wfc«+in/*)(a*+J^— ^ 
"*" (a» + i)» (a* + L)» 

Comme les ^quations (ßO donnent 

10«. (iV—MN = mnZ'-^ZinM+mN), 

on aunif en pla9ant le facteur 

1 



hon des paranthSsest 



iL + «»)• 



n 



—ZL(nk''{-mP)(ä'+L-'Z)^Z3IN((i^+L) 



T» 



MiV 



.ü» 
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De tji on tire 






T».Z 



U(«Ä»+mr)L[«' + Z.-Z-^,l2!+H!] 



(••+^>* \_Z,.i^(«^ + I,)[l-_(2!±^] 



Z.ib»f»(«flf— my)«(a« + X^— Z) 

A oanse de l'^aation (105.) od peut ^rire 

n' = 

LZ(nk i-mP) j-.-^, j^^^ 

(«iir+»»Ar)(««+L)» 

I ___ za*?»(>i3i— >«y)»(o«+JL— z) 

^ 17« 
Z- • 

ponOy eo vertu de i'equation (105.), on a 

n = 

— (»if+miV)(L + «7 

M^r-« . r-Cn*^-!.— Z), 



[mnZ—inM^m S)] — (a' + L; 



T».Z 



Z. ^ ' ' V* 



Crdlc'i Jounikl d. M. Bd. XX. Hft. 3. 34 
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Pour iotroduire le faoteur if+L — Z dans le premier terme^ fj ramplace 

—ZClr+V) par -.Z(a^+i;— Z)— Z^i 
alors OD obtient: 

r T f TU t »TM WW (a»+X)» 

ü* " MN ,„ 

IT 

OQ bien 

n" = 

+ (mN+«üf)(a'+i^)fr[^ra' + l^)-l7'] 
Done eo ayaot 4gard k r^quation (105.), on aura 

— ninZ{a'\-Lf\-j-) 

• MN 

Ohswrons tnwnteoaDt, que 

**r(ii<ar~wiV)»+j!fiV(n&'+i»/»)» s 

Et oomme l'^aation (93.) doone 

on anra 

107. — *'r(nilf— m^)'— i!fiV(nÄ»+m/»)» = (a»+I/) ~?(**n'J»f +m'/W). 

II suit de Vbif que. 

-nz^^ä^^L^Z) iÄ*«'Jtf+f«i»iV— m«(a'+L)^ 
(«»+£,) ü» I — (miV+nil!f)(n*» + «ir) 
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06 qui reWent ä dire, que 

Or il est olair que le seoood facteur est nul en vertu de i'^quation (93.): 
partaot nous avons l'^quation 

II suit de \h que 

n ^ (?^^C»»«(«'+i:')'+(a'-i:^)(«*'+i»r)-(a'+L)(nilf+miV)l. 
De Sorte que oous avons 

108. A^B^^Q = ^;^^B, 

en posant pour plus de simplidtä, 
109. H = mn(a«+L)«+(a'— J:/)(nÄ»+w/»)— («*+L)(nJf+«W) 

-2«*/(nilf-ii,iV)V'(^). 
II est Evident, que pour avoir la valeur de 

il sufßt de obanger le signe du radical ]f\j^^i o'est-A-dire que 

110. J,B,^Ci^^±,:Elff 
111. H*^ mn (a*+Ly + {c^—L) (n Ä»+ m /') - (i^+L) (n M+ mN) 

Donc la formule (103.) est par Uk r^duUe ä celle-d: 

112. Xr=i1xJ —Yh — T + ^V v'fl' 'X* 

31« PassoDs au caloul de la fonotion -r--» Les formules de8No«29« 
et 30« donnent imm^diatement 

2(ila--4,)=:~i.(F+Ä)^; 

J,+B, =2T» + 2a(F+iS); 

J,B. = r* + T'(F-Ä)(a + ^) + T»(r+«)(a-§) 

34* 
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J,+Il, s 2T»+2a(F— AT); 
1/ -. |6i^[M(r»+«F)+ FÄ + iS»]; 

A » |6^T»«*+i^.^'[2l«+2F(a+^)][2r'+2F(a~^)] 
partMit fl «t clalr, que 



16T*I>» 



A 



rs+s»+^(T»+ar) 



MW 



S»+^[T»+2«r-(««-A)-^] 






Km MdMitutot pour F sa Taieur (No. 29.)» ^aiu le d^oomiiiatt 
nM;at. 11 Ti«odr« 

MW 

^ ,^ 5(r+s)+i^(T«+«r) 

■*' L l "^a' + L (a'4-Z.)» J 

et comme ^.sZ— £/, l'^as^v — £^% on a 

Nous avoDS 
ou bien 



113. T*.^ 
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En sobstitaant pour 17* et (av — MN leurs valeun donn^ par les ^oa« 
tions (105.) et (106.)> oa aura 

MN 
_.„ imnZ—(mN+nM)]Z(a* + Ly^^ZMNink*-{-ml*) 






MainteDant, si l'on fait pour plus de Bimplicit^, 

Dous auroiis rr 

wnZ—(nJlf+iiiiV)](a'+L)^— JlfZV(nÄ* + m/ , 

Z j , l:»i«Z(nai— my)« 

n s 

|[i}t nZ — (n Jf + wN)] [(a' + L) ^]' 



I 




Mab r^quatioo (105.) donne 

^(a' + L) = 17' — Z(n*»+niO; 
partant n __ 

[mnZ— (nilf+»iiV)] [(a' + li)^]* 

(a«+Z.)».-^ (+Z*'/'(nilf— mJV)» 

En vertu de T^quatioo (107.) on peut ^crire: 

n = 

z |[wnZ-(nilf+«N)](«' + L)»^ 
(•• + ^)* (— /.l7»(nÄ* + i»r) — Z(a» + X,)(Ar'n'JI!f+ Tm^N) 

n » 

-Ll7»(n*-+iiir) 1 



J 
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L'^uation (03.) doooe 

(a' + 1») ^ = — AfiV- rM; 

dooc CO substituant cette valdur, on aura 

Mais le ooeiBoieot de Z, savoir 

k^a'M+t^m'N+mnif^N+PM) = (nJlf+»»2V)(**n+l»m); 
doDO iioiM avons 

n = 

(a» + L>» 14- (a' +X,)(nilf +»»JV) [Z(*»«+riw)— *»iV+ T M)] 
Actuellement fobserve que, d'apr^s les ^quations (03.) et (105.) on a 
Z(k''n + Pm)—(k'N+PM) = Z(*'n + ri»)+(a*+JL)S «= £P. 

Dooe en rempla^ant 11 par sa valeur primitiye, ii viendra pour le nttm^ 
ratear du secood membre de i'^quation (113^: 

114. Ä(r+Ä) + ^(T«+aF) = ^f=||^.e, 

eD posant 

115. G = L(nk^+ml^ + ia^+L)(nM+mN)^akl(nM---mN^ 

Toici maiDtenaDt le oaloul du d^Qominateur de r^quation(113«) que 
je Domme 11^ Comme l*^uation (105.) donne 

Ott m d'abord: 

n' = S' + ^.l,,-MN--^(n,?+mn + 0^.\. 

Ka tubfttituant pour (xv — MN sa valeur fouruie par r^uatkm (106»), 
on aura 

et eo reinpla9aDt iS^' par sa valeur: 
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n* sa — ^25? i- + Z. -j^ [ffiitZ— (nli4>in2V}] 

MN (o*'^L)ZL(nk* + ml') , MN Za*m 



L (a»+Z.)» ' L (o«+Z.)«' 

Cela pob4) od obtieot en ajant ^ard d T^quation (105.) 
n'es Z.~[o»iiZ— («JV+inlV)] 

. MN - a«17« r«.ZL(iril* + iw/«) 

z».»«/«(itJtf— wy)>«f2:»(it]fc«+w/«)jtfzy 

(o«+X.)*. -^ 

Mainteoant, en vertu de r^oatioo (107.) on peut ^orire: 

n'= Z.^lm«Z-(nif+miV)J +— i: ^;jr+i:j5 

«tu bien, 

S (a« + D' [ifi « Z — (n Jf + « iV)] , 

-'Z{a^+ L)(*'n' Jf +r«»*N) 

-(4i' + JL)[«mZ— (iiitf+miV)][&'2V+rüf] 

(«» + L) (*' 2Sr + r Jf ) (n üf + m A' ) 

C« T-'^) ) 7ITV 



— Z 



(a' + I/Xn Jf + miV) [Z(«Ä» + »Ä /') — *W - r Jf J 



Eo ajant ^gard (ü T^uation (93.), il rieodra 
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en posant pour plus de simplioit^ : 
117. F = (ä'+L)inM+mN) + L(nK'+mr)+MN+K'N+VM. 
De tout oela nous ooncluoiia^ que la formule (112.) est r^ductibie 
ä celle-oi: 

ou les valeurs de H, H^, G, F sont donn^es par les ^quatioM (lOd.)^ 
(llL)f (11^«) 9 (117.); et G^ s'obtient eo changeant la signe du radical 
dans le second membre de rdquation (llS.)« 

La formule (118«) est la formule de Legendre quMl s'agissait de 
demontrer« Elle a^ comme il est manifeste | la forme que nous avtons 
suppoa^e dans le raisonnement expos^ dans le No. 28. 

32« Conformement a ce raisonnement, on peut faire 2r = dans 
lequation (03.) et dans les expressions de F, G, H, Gj H. Alors, la 
formule (118.) doit etre trait^e d'apres ces ^quations: 

Cf--_(fl^_\)(n|(i + ^y)~\(nÄ"+mr) + flÄ/(n|tA~mv)|/(=^^ 

desquelles on deduit les expressions de G' et H' par le simple change* 
ment du signe qui affecte le radical H --^) dans les expressions de G et £f« 

Ainsi, dans le cas ou le point attir^ est plac^ sur le prolongement 
de Taxe des a, nous avons 

ic=0, rssO, Äs=:lil5 = 0, /=fic=0; 

et par cons^quent 

= (a^ — \)|uv^ 

F= — (a-— \)(nfic + //fi;) + fty, 

G ^ G ^ — (a^-\)(iifÄ + mv), 

H ^ H z=^ mn{ä'—Ky + (ä''-K)inii + mv). 
La premiere de ces quatre equations admet trois Solutions; savoir 

= a^—K; = jüt, ä v. 
Or^ il est evident qu'il faut exclure la Solution a^— \=:0| puisqu'elle 
donnerait F = Cr s=: H c= ; et de lu on ne pourrait rien tirer de la for- 
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mute (118.). En adoptant la «olulion 



i/=Ä- + «Ä = 0, A ca — — , 



U viendra 

H« [«'-Ä^(l-l)][«^-/l^(l-l)]«.«; 
oe qui r^duit la formule (118.) A ceile-oi: 

>-<""l/ v'|[,._«.(._±)][,.-H.(.-i)]j- 

Conform^ment ä sa d^finition, la limite A^ doit etre la valeur positive de 
A^ tiree de requation 

= (a'-^K^iAV = (a^— Ä^— Ä)(Ä^ + mÄ)(ir + nÄ) 

lorsqu'on y fait h=sa^ — al^ ou bien ä^ — hzsza\. Dono on doitprendre 
B?tssia\\ oe qui doone, en posant 



119. X s= 



fc? ' «• 



Ce r^sultat s'aooorde areo oelui que nous avons tir^ de la formule (68.) 
dans le No. 24. , et de la formule (79.) dans le No. 25. Mais on Toit 
qu'il faut ioi ex^outa la transformatiou aveo les pr^oautions conveoables, 
afin d'^viter les coutradictions qui seraient apparentes. 

Au reste, r^Hmioation de A ^tant executee daos la formule (119.), 
u Ton «tablit mainteDant eutre les deux variables B* et ^ l'^quation 



a» 



= 1, 



U est olair, que la formule (119.) devient equivalente k oelle-oi: 

doDt la forme est pr^cisement la meme que celle donn^e par la fonnule (68.). 

CreUe'a Jeanial d. M. Bd. XX. Hft. 3. 35 
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Pour imiter ce proc^d^ dans le cas gen^ral, il faudrait d*abord iXU 
miner h de la formule (118.) h Taide de la premiSre des ^quations (ß^^)« 
En ^tablissant ensuite eotre lea deux tariables R^ et ^ P^quation 






on parviendrait ä une expression de Xy qui serait identique h la formule (ÖS,)^ 
apres avoir remplac^ H^ et ^ par oo^ et A> respectivement« II est remar« 
quable que^ ce calculi effrayant pour le plus iotr^pide algSbristOi puisse 
etre execut^ dansun momeDt, en revenant (comme oous Tavons fait ob« 
Server dans le No. 25«) a Texpression de X affectee du double signe integral. 

C'est Tex^cutioD meme d'une des deux iot^grations qui d^truit la sim« 
plicite inherente au double sigue integral et k rexisteoce de requation DsszOm 

C'est ainsi, par exemple^ que le second membre de l'^quation 

f ' dx 1^ , r 2c + fr+2V^c,V(Q + &+g) 1 

J ^(u+bx+cx^) "" V"tf 8 L b+2V77Va J 

doDoe^ avec quelque diffioult^^ la f^ritable valeur que prend le premier 
lorsqu'oD y fait c = 0; tandisqu'eo faisant cs=0, ayant d'ex^uter Tid« 
t^gration on obtient immediatement 

■ ^ 

Le caicul dont dous venoos de parier (fort penible meme dans le 
oas particulier oü le poiot attir^ serait plac^ dans le plan d'une des trois 
sections principales de Pellipsoide) est sans doute celui que Mr. Poisson 
qualifie A'inextricable : mais la d^moostration de hegendre ne r^olame 
point, ni fex^eution effeotive de ce caicul^ ni Tappul d'aucun tb^oreme 
deriTe d'une autre soorce« Le tb^orSme qu'il avait en Tue, et soo ex* 
pression analytique sous la forme la phis simple ^ decouleot des prtocipes 
les plus rigides du Caicul Integral« L'^tat progressif de Tanalyse fait esp^ 
rer que cette espece de laoune laiss^e par Itegendre sera un jour henreu- 
semeot remplie, II est meme probable qu'elle le sera par un de ces traits 
de geoie qui attesteiit la foroe des principes, et la difScult^ de saisir le 
rentable mode d'en faire Tapplication. 

Turin le 12. Octobre 183S. 
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18. 

Note sur Pintögraley -^ = ^^, qui exprime la somme 

des eiemens de la masse d^uo ellipsoide, divises re- 
spectivement par leur distance k un point attire *^, 

(P«r Mr. J. Plana k Tori».) 



\ßa sait quo V est une teile fonotion des coordonn^es a, b, c du point 
attir^, prises relatirement au centre de rellipsoVde, que si eile ^tait con- 
nae on en tireroit imm^diatemeot les .trois composaotes X, Y, Z de l'at- 
traction, au moyen des ^uations 

^=-ef). ^=-c-f). ^=-(^). 

de Sorte qu'on a 

pour la diffdrentielle oomplSte de V. D'apres les formules (U.) posees 
dans le No« 12« de mon Memoire sur TattraGtioa de rellipsoidci si I'oo 
fait^ pour plus^de simplioite^ 

r= (l+ii)(l+mtt)(l+nii), 
OD a: 

OD ' 

ou la seoonde limite v de ces integrales d^fioies doit etre regardee comme 
uoe fooction de a, h, c implicitemeDt coonue par la resoludoo de i'^ua« 
tion (10.) dono^e daos le mente Memoire. Ces expressioos de X, Y, Zi 
^taut Substituts dans Texpression pr^c^dente de JF on en tire aussitöt 
la coDS^quence^ qu'on doit avoir pour V une expression de oette forme: 

Pdu} 



-'/ 



*) Eu Usant cetle Note, je suppose qu'on a sous les yeux le Memoire preeedenk 

35» 
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P Indlquant une foootion de u facile ä d^termiDer« Eq effet; en pre- 
nant la diff^rontielle complete de oette yaleur de V^ on obtient T^quatioo 

an obserrant^ qu'ioi on a 

et que les lettres accentu^ea V, P' d^signent oe que devienneot U et P 
eo y rempla9ant u par v. Mais requation (10.) donne 

doDC U est manifeste qae pour mettre d'acoord l'^quation pr^c^dente avec 
requation (l^) il faut prendre 

P' = rpiTjj; , et par oons^quent P = y^j • 

II suit de Id que nous avons 

3- »' = ^«/'äx^^+^-*'/^ '" 



on bien 

Cela po8^9 81 Ton fait ar^ss jx^y on aara 

OD 

ou bien 

en reniplafant m et n par leurs valeurs et observant que A\ s=:a*(j[^t;). 
On pourra maintenaat emplojer pour X, I^ Z les expresnons iburnies 
par lea ^ations (i:«.) ou (L'.) du No. 12., ou bien oelles donn^ par 
ies ^qoations ip',) pos^es dans le No. 23. Dans ce dernier cas, il faut 
observer, que 
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Ainsi OD a 

— 3M ) ü 



*'* '^ 2(«;-cJ)* )+ ef il^± - (aj ^c\)/ ''^ 



A 



a« 



Let formules (3^) et (8^) sont applicables aus poiots ext^rieurs et aux 

points iot^rieurS) en observant que dans oe deroier cas od doit faire r c= 0« 

Relativemeot S la spbere; on a m = n s=: 1 : en outre oo peut dispo« 

ser lea axes de maniere que As=0| = 0. Alors la formule (3^) donne 

J (1+u)* J (1+1.)* 

d'ou Ton tire 

Si le point attir^ est ext^rieur a la sphere on doit iaire —^ =A:; ce 
qui donne 

• a * a • o a a ' 

xnais si le pomt attir^ est sur sa surface ou dans son iot^rieur^ on doit 
faire r = 0, ce qui donne F= 2tA: — fra^ 

Pour Gomparer la formule (3\) avec Texpression direote de F^ il 
faut se rappeler^ qu'en posant 

h CS 0^4"^** + '*^^ — */ 
/ ssacosS-}" sin^(m6co86ü + ncsinciü); 
h = C08'fl + »in^6(mco8^oü+iisin*w), 
on a^ pour les points exterieurs: 

= 2// m'^^M ^t dt i», 

et pour les points mierieun: 
10'. F= i//(e; + ?!)sinerfÖi/oü ^ fplI!^^R^inU% d(0 

V « . 



+ * ff "'"^ «l^'^n 
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Eo executant rint^gration par rapport ii (o on obHent faoHement 

Ü OD 

ce qui 8*accorde areo la formule (3^). LlMpection de oes formulet suffit 
pour d^moDtrer qua dans le seoond membre de l'^quation (3^) on ne doit 
paa ajouter aucune constaote arbitraire pour avoir la valeur de V oonffor« 
m^ment & sa d^fioitioa. 

La formule (3^) doone 

(d*r\ __ «^ /•' rf«__ , 2ng (dv\ 

f d*r \ __ r, /*" du , 2nmh- /dv\ 

KT^) ~" '"'y {l^mu)Tnf^ {l+mvJVlP\db)* 

*" (i+nv)71F\dc)' 

En faisant la lomme de ces trois ^uations, et remarquant qtie 

\14-u ' 14-mtt ' 14-ni4/ \ / i 



•/ 



Vll Vl+u T^ 1+mu T^ l+n 



on aura 



"'• (^)+(^)+(?^) 



~ VIF ■*" VT^ ll+i; \da/ ■*■ 1+m i; \56/ + UfTv \äcJ\ ' 

Cette ^quation exige^ que la valeur de r en a, b, c soit tir^e de Tequa« 
tion (2^). Or, avant d'aller plus loio^ il Importe d'observeri que si le 
point attire est sur la surface ou dans h'ot^rieur de rellipsoidei oo doit 
faire r s= : alors requation ( 1 1 ^ ) doaoe 

•*'• (^)+(4^)+(^) = -«- 

oiais si le point attir^ est ext^rieur, i'^quation (2^) donne 
ce qui r^duit l'^quation (il^) u ceile-ci: 

Ces deux r^sultats sont oonnus; mais en ies etablissant de cette roaniere 
on |>en^tre mieux le mode de leur existenoe» 
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L'^quation (4^) donne 

aX+bY+cZ = — 2F— 2«'*/';^,: 

dono la fonotion J^ consid^r^e par Laplaee dans la page 15 du second 
Tolome de la M^nique Celeste est exprim^e par le second membre de 
cette ^quation« 

La formule (3^) donne , par un simple changement dans les limi- 
tes de llnt^gration^ Texpression de F^ relative h une couobe elliptique 
d^^paisseur finie termin^e par deux surfaces elliptiques semblakles. Car^ 
en nommant v et v^ les deux valeurs de r correspondantes k ces deux 
surfaces et A F la diff)^ence des raleurs de V, on aura 

14'. l^V=.ra^/'j^^^^ + yrmb^/'.^^:^^^^ 
oü h! repond k la raleur de v'. 



Si oette couche elliptique d'epaisseur fioie ^tait oompos^ de oou* 
dies elliptiques semblables infiniment minces, de density variablei exprim^ 
par uoe fonotion donn^e de^^ que je d&igne par F^kjy il laudrait mul« 
tq^lier par F(k) les ^l^mens de ces integrales; joe qui donnern 

15'. ,t=..^f^^ + rn.i'jr'^^ 

yf ^ t ' yt 



Mais on deit obserrer^ quici 



a* . m5* • HC* 



k — -^ + -^:i_ + 



De \k on tire la eons^uenoe, qu'en posant 

F(Ä)=;^.n(A:) 

on pourra obtenir AF par les transcendantes ordinaires si on prend poor 
l[(k) une fonelion rationnelle de k. 

Ces r^sultats sont conformes ä ceux trouT^ par Mr. Jacobi: msw 
je n'ai pas enoore connaissanee du Memoire ou oet illustre Geom^tre a ex« 
pos^ ses reoherches sur cette matiere« La d^onstration que Mr« Pmswn 
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eD a dooD^e dans la Conn. des Tems pour 1837 est explioitemebt iiid^en« 
daote de la consid^ratioD de la fonction F. Mais on voit par cette Note 
qu'il est tr^-faoile d'appliquer 4 cette foDCtion les formulea qui expri« 
ment la fbrce attractifve de relUpsoide et la foroe attracti^e des coaohes 
elUptiquea semblables '')• 

IWin le IL Mars 1839. 



*) Au moment ou j'acheve cette Note, j'appreads, en lisant le Jio. 5. des Comptes^ 
Rendus (Spante du 4. Fevrier 1839), que Mr. Lefeune^Dirichlet a fiüt disparaitre, par 
OAe heureuse idee, la difQcult^ que la nature des limites apportait dans la recherdie 
directe de Tattraction de Fellipsoide sur uu point exterieur. On ne saurait donner des 
preceptt'S pour appliquer avec succes le nonveaa principe; mais on peut donner des 
exemples. Mr. Lefeune^Dirichlei vient d'en publier deux qui sont frappans. On voit 

par la que le secret de Tintegrale triple /// ^ — - consiste: V. k multiplier 

d X c?v d z 
felement ^^ par la fonction discontinue 

2 /•" da» sin» r«» , v» , z*l 

TT/ -V^^^nTf + ^+Tf]'!^' 

qui a la propri6te d'6tre egale a Tunite ou k ziio, suivant que le trinome ^i- -f* ^ "i"^ 

ll| 1^ c, 

demeure inferieor ou supirieur k Tunite: S^. a transformer — d'apr^ Tequation 
Cela posi si Ton fait, pour abreger: 

p=[(V+^)«»-2«»] + [(v/+^)r«-2&:r] + [(^+|-)*»-2c*)] 

on anra la valeur de A|y ^ ^ — - en prenant la partie r/dle de l'integrale qointnple 




Par cet artifice fort ingenieux^ la difficulte laissee par Legtndre est 61udee. 
mais noo surmontee. 
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Contüination de la Note precedenite. 

La formule (3^) donnerait diTficilement le d^reloppement de la 
foootion F suivant les puissaooes impaires de — ; r ^tant la distaoce 
yr(^ 4- 6^ + c^) du point attire au centre de rellipsoide. Et s'U fallait for- 
mer effectivement oe d^veloppement» je pense que le meilleur parti seraü 
oelui d'arrirer an but par une combiDaison de deux m^thodes absoiument 
diflPerentes proposees par Laplace et liOgrange. Saus remonter aux sour«« 
cei primitives je dirai^ que la premiere de oes m^tbodes est iodiquee 
dans Ics pages 47 et 48 du seeond Yolume de la Mecanique Celeste, et 
qu'on trouve la seocnde exposee dans le premter Yolume de la Mäca-^ 
nique analgtique {Yojez p. 113 et 114)« Lorsqu'on boroe ce developpe« 
meut A ses premiers termes^ leg caiculs sont assez simples^ seit en d^ve« 
loppant le radical comme hagrange^ ioit en formaut suocessivemeot les 
termes de V par la formule d^sigo^e par (4.) dans la page 19 du second 
Yolume de la M^oanique Celeste. Mais ces proc^d^s ue fournissont pas 
immödiatemeot le v^ritabie terme göo^ral du d^veloppemeut de la fonc- 
tion V sous la forme la plus simple dont il est susceptible; il faut les 
examioer dans leurs rapports iotimesi si Ton veut parveoir a uoe Solution 
explioite de ce probteme. Yoici de quelle maoiere j'ai obtenu un resultat 
qui me parait remarquable par sa simplicit^, eu ^gard A la complioation 

du sujet« 

11 est d'abord clair que la forme du d^veloppement de Fest eelle-ci: 

D'apres la th^orie expos^e dans le Chapitre IL du seoood Yolume de la 
M^canique Celeste, od peut ^tablir T^uation 

(2A+3)(4A+1)' 

oü Z^^^ est une fonotion des deux aogles 9 et qui d^terminent les coor* 
doun^es a, h, e dta point attir^ par les ^quations 

a BS r cosd^ b = rsinfl.coso^ c =^ rsin.sinis. 
Cette foDCtion est teile, qu'en posant pour plus de simplicit^: 

Crdl^sJovnMaa.ll.Bd.XX.Hft.3. 36 
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(P^^ == cos^^-- e — ^^^~2]f T=T^ oos^^-'-^ ö + etc. 
00 a 

Z^^^ = A^^x) P^^.^^ + 2 [Ä(„) cos n m + C^„^ sin n ro] ^^-^^ »in" 9. 

Le signe 2 indique^ qu'on doit prendre la totalit^ des termes eemblables 

qu'on obtient en faisant successivement n = l,2,3ß\.*.2K. Mais ^ dans 
le cas particuiier de Tellipsoide homogene^ on a Cf^n) ^=^ pour toute va- 
leur de n, et B^^^) s=z pour toute valeur impaire de n. Dono, il convient 
de remplacer n par 2n^ et ecrire d'abord 

Cela po»^, j'observe que, pour cbaque valeur de Tv. et de n> il y a daos 
la formule 

0''^) = cos^^-»" fl ^ ^^ ^ ~ ^^^^^^^^^" - -lloo»'^-«"-» 9 + etc. 

uD terme ou i'exposant de cos 9 derient ^gai ä z4ro» Soit Aono2K—2n-—2p 
= cet exposant. Le coefficient de ce mSme terme peut ^tre ^orit lainsi : 

(— 1)P(2A— 2»)(2A — 2» — 1)(2X — 2n—2)....(2A— 2« — 2p + l) 

2.4.6 2p.(4A — 1)(4A— 3)....(4A-^2p4.li 

(— 1)P. I.2.3.4....2A— 2« 

2.4.fi....2/>.(4A-l)(4A— 3; (4A--2p4-f) * 

et a cause de 2\ — lin ss 3p il est ^gal A 

(— l)P.1.3.5.7....2p — 1 __ (— If.l. 3.5.7.. ..(2 A — 2W—1) 

t4A— 1)(4A — 3)....(2A + 2n + l) "" (4A — l)(4A-3)....(2A+2n+l) * 

Dooc en separant ce terme daos l'expression de Zi^'*^\ on aura: 

(2A+3)(4A+1)' 

2 (4A-l)(4A-3)....(2A + 2n+t) ' ^'•") *'<»'^ ^ n » (?««> „„«- * 

+ 2 Ä(^) cos 2 n o . (y»^) sin*» Ö. 

1 

Les ooef&ciens Ji^^i) et B^^^) sont independans des valeurs de Tangle : de 
Sorte qua s'ils ^taient coonus pour des valeurs particulieres de 9) on pour» 
rait former Texpression g^n^rale de Z^^^\ Or, en faisant 9ssOy on a 
p(2i) es 1 et Z^> SS A^2i) • Dono on oonnoitra les coefBciens A^^X} en d^ 
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termioaDt la valeur de V relative a un point attir^ plao^ tur Taxe des a 
ext^rieuremeDt a rellipsoide ^). 

Comme la troisieme partie de XP^^ devieut nulle pour 8 = 90^ oq 
con^oit qu'il sufBt de d^terminer pour ce cas la valeur de V pour pouvoir 
ea coadure les coefGcieas li(2n) • Car^ abstractioa faite des termea iad^pea- 
daas de c qui eatreroat daas oe developpemeat, jl est maaifeste, que %\ 

H cos 2 na 

est ua de ces termes, oa aura i'equatioa 

H — 4;r(— 1)^~" (1.3.5 .7.. . 2A — 2ii — l)g(o„) 

~ (2A + 3)(4A+1) • (4A-lj(4Ä^3j....(2A + 2n+T7> 

de laquelle oa tirera la valeur du coeffioieat B^^n)^ 

Teile est la m^thode iadiqu^e par Laplace. Mais^ au lieu de cal- 
culer ces coefficieas par le moyea qu'il propose daas Ja page 48 oit^e plus 
baut» il sera beaucoup plus simple d'appliquer aux deux cas partiouliers 
qui comprenneat le cas geaeral le proo^d^ de liagrange. 

Coiiform^meat a cette m^thode oa doit d'abord developper ua quel- 
coaque de ces trois radicaux: 

(k' + 6' + c'— 2Äjr — 2c«4.^' + aV- 
Soieat I/y""J?^% Ff'^x^^ G^j?^*"«"" les trois termes g^a^raux de ces de- 

veloppenaeas aSecie d'exposaas pairs. Oa aura pour les termes g^b^raux 

correspoadaas daas le developpemeat de V: 

(1. 3.5. ... 2m — l)(1.3.5....2n — 1) oMifirk^ r*»^»»«</•» ^2\». 

(1.3.&.... 2m — l) (i .3.5 — 2yt«- 1) ^ Mjprh^ y«^'»^^/»» ^*^'•. 

0.5....2#T+2i, + 3 •^^«^^«'i CJ QU, CJ , 

(1.3. 5. ...2m — l) (1.3.5.>..2n — t) o ;|f/>/..i A•i^«^^» A» •» 

Daus le cas de 6 = 0, et par ooos^ueot 6 = 0, c = 0, on prendra la pre- 

mier« de ces trois formules. Ators eu posaut Ä. 3= »n -f- n, od a 

H i (-l-l)(-i-2)....(-i-A-fl) 

" — a'+'*(l.2.3....ni)(1.2.3..../i) * 

^) Cet important theoreme est du ä Legendre. Voyez p. 432 du Tom^ X. des 
sncirNM Volumes des Savans Etrangfrs. 

36* 
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ou bien 

„ _ (— 1^(1.3.5. ...21— 1) 

" "" a*+2i.2i(1.2.3....m)(l.2,3....fi)* 

Dono 16 oaelDCient de ^-^ — ,4.^1 ' ^^ , «era 

(^1)H1.3.5....2A— l)(l,3.5....2m-l )(1.3 .5....2>t — 1) 
2^1.3.ö....2A4-3)(l-2-3....m)(1.2.3....ii) 

— (—1)^ (1.3.5....2A-^2w— l) (t.3.5....2/i— 1) 

~ 2*(2A+l)(2i+3)" a.?.3....A— ii)(t.2.3....iij 

II 8oit d^ )d^ qu'en fai^ant pour plus de simplicit^ 

ij— äJ = «'S cj — «J = ^'^\ 

OD a 

, 3M£<«^> ^ (t.3,5....2;--2yi~l)(i.3.5....2n~l) „a^a* ^//2i. 
P* ^i+2r- -^ (1.2.3....ä-'/i)(,1.2.3..T:7o ^ 

pour le terme g^aeral du d^yeloppement de T^ daus le cas partioulier de 
s:? 0. Le ftigne 2 iudiquei qu'ou doit preudre la somnie des K+^ termes, 

qoi resultont de ceite forniule en y (aisaot Bucceftsivement n = 0> 1> 2^ 3^ •••• X. 
La formule (p\) donoe dono les coefiicientB design^ jpar il<72) dans la for* 
mule (p.)» 

Coosiderons maintcaant le oas ou I'on aurait dssQO^^ et par oon? 
s^queot a=:0. Alors , i\ faut developper le radical 

qui devient 

en y faisant h^=^r cos m, e ss^r sio ts. 

Les termes du dereloppemeut §p oette fouotion qui sont fi)^ltiplies 
par uue puissanoe paire de y et x sont de la forme 

ou Ton a , aprds avoir fait m + ^ -4- / = A. : 

V — -i(-i-i)(-i-2).-(-i~A>-i4 -l) 

"'^ "~ C1.2.3....m)(1.2.3....rt)(l.2.3....2/) * 

OU bien 

«. __ (— iy-H.(t.3.5.7..v2A+2/~l) 

^ "" 2«"«-*(l.2.3....jiiJ(1.2.3....ii)(1.2,3....2// 
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Le terme g^^ral du d^veloppemeot pr^o^ent ^tant 

OD ftora 

pour le terme oorrespondant du d^veloppemeot de V, apr^ avoir fait 

»T/ _ (1-3.5....2IW + 2?— l)(1.3.5»...2it — t) 
~ 1.3.5.7.. ..2i+3 

Ou a doDC 

AW — (— iy-^(l-3.5....2X+2l— l)(l-3.5....2iwf2l— l).1.3.5....2w~l) 
"~^ (i.3.ö....2Jl-)-3)(1.2.3....m)(1.2.3....ii)(1.2.3....20 * 

Comme I doit prendre toufes les valeun ()• l, % 3, ...» K, nous ^oriront 

M^^,_ (~-i)W(2;^l)(2A4.1)....<2A4-2l— 1) (1.3.5. ...2iw+2/--l)(13.6....2ii--l) 
^^ "~ (2A— l)(2i+l)(2A+3i •(U.3....ii.)(lÄ3....ii)(U.3....2/)» 

oa bien 

iMiM — (2A— l)(2Ä4-l)(2A+3>» 

en faisanf 

K'— (— </(2X— l)(?A -f-i )....(2A-f2f--l)(1.3.5....2m-f.2/— l)(U.5....2a— 1) 
^ ■"*. ~2'.(lJ2.3....m)(1.2.3....ii)(1.2.3....2/} 

11 suit de U que le terme n^n^ral de V peut ^re exprim^ aio«: 

Pour UDO vaieur dooD^e de K il laodra prendre la totalit^ des termes 
qu'on obtient en prenant pour m, n, I tous les nombres entiers et positib 
{y oomprh s^ro) qui satisfont ä T^quation m + H'^lss}^ Oron sait^ 
que pour avoir toutes les Solution» de oette ^uation il faut d^velof^per 
le trinome (r -f- ^ -{" ^ff ^t prendre ensuite pour m Texposant de y> pour 
n colui de x, et pour / celui de z. De sorte que le nombre total des 
Solutions est egal ä 

Nout avons 

(co» 2 /• + 2 / cos 2 (?— 1) « + £!i^=4: 00, 2 (1—2) m 
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DoDO en supprimant le terme muliipli^ par cosO» et obserrant quo K 
est la plus grande valeur de l, on aura par la formule {p^'*) ooe ex- 
pressioD de la forme 

-j:j:^[G^(i)Cos2» + <r^) oo«4« .... + 6^ci) oos2\w]; 

d'ou OQ pourra conciure les coeffieieas d^sigoes par B^^n) daoa la for* 
mule {p.y 

Turin le 10. Avrii 1839. 
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19. 

Addition k la Note de Mr. Plana, intitulee „Note, 
oü Ton explique une remarquable objection faite 

par Euler en 1751 etc." 



§. V. 

V oici le caicul de deux exeinples relatifs au oas, ou une des deux parties 
du binome A + B serait imaginaire. Soit d'abord 

If = /■(41/-5— 7/-— 7) = yiA—B)i 
aoiis ayoDs ^ = 411^5; JB=7 vT— 7 ; partant A* = 8405 ; Ä* s= — 343 ; 
^'— 0^= «748 = 2^3'j J' + ä'ä 8062 = 2.29.139; ;» = 2*=32; 
rs=2.3ss6. La formale (II.) dpnne 

nr _ V(^ + 12)±V"(*-12) _ y7ii+6)±V-(iz-6) 

jrx — _ _ _, 

2 V^32 V^64 

L'^uation (III.) devieot 

2\29.139 = 2'.4031 = «'— 7,6*.«» + 14.6*.s'— 7.6«.s. 
U est faoüe de voir, qu'on satisfait ä cette ^quation eu preoant z =s — 2 : 

dono on a ., + V"6 + V"— 7 

M = ■== — 7= . 

Maintenanty od ignore ayec quels signes od doit preudre oes qiiaotit^ ra- 
dicales; mais leievation a laseptiSme puissauce d^montre, qu'on doit prendre 

y-y±y-7 

V^64 
Cette ambiguit^ est moins un iaconvenient qu'un signe de la perfeotion 
du langage alg^brique: car dans oet exemple, l'equation qui d^teronine z 
demeure la meme daos ces quatre cas: 

/(^-Ä), ^(^A^Bh W^ + B), /•(~^+Ä); 
ainsi il est ^?ideot qu'on doit trouver quatre vaieurs pour M. 
Pour otfrir un second exemple de ce genre; soit 

Jlf « /(13y^3+/--5) = ^(4+Ä); 
4»= 507; ir=s— 5; .4»— Ä'=s512=s2»; ^'+Ä'=5ü2; p^T^i 
r SS 2 ; partant 

2V*2-» V'd» 
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L'Äjuation 2.2-«.502 «s «'—7.2'.«* + 7.2».*'— 7.2«.« 
est aatiafaite, en preuant « = —1 : dooc 

L'^^vation ä la septieme puissanoe -d^mootre la justeflse des signes. 

II f a des cas ou, au lieu d'une teile ^^Tation, ü conTiendra d'em- 

1» 

plojer oe proc^d^. Soit /"(a >{-(/' — 1) le radical en questioo: en posant 
acs/*(a' + *')cos^, 4=s/"(a* + *')8in<P, od sait que 

Actuellement ^ b! I'od fait k ^ 0, 1, Q, 3 on pourra fuger par les raleura 
num^riques aiosi caloulees^ quelle est eelle qui doit cOmoider arec la valeur 
obtenue par Tautre metbode.. 

«. VI. 
II 7 a uiie autre maniere d'en visager le radical ^(A ^B) : eile con« 
sjste ä faire -4«=— |a/ Ä=:/'(^a^ — b): alors ön a 

n 
n < 

Or on sait, qu'en poseot y + — ä «, on a 

D'on autre c6te /*+ p^ ^^ — ^* ^^"^^ ^"^ faisant z=:u/by ön aura T^quation 

Comme dr=: — 2^> ftss^i^ — B^, oela revient i dire, qu'on a ces trois 
equations : 

[y^Sp = tr-«.,"-+i^>«--il^=^^^«-+etc. 
De cette maniere on ^vite la eonsid^raticin du faoteur d^ign^ par p dans 
lautre metbode« Mais, dans oeUe-oi il feudra faire y^ ' ^i^gi; ^^ ^/T^ 

II 8SS r /"^ pour ^liminer la qoantit^ irrationnelle //> si Texposant n est 
impair: ensuite il faudra faire disparaitre les denominateurs« Tout oela 
rend rapplication de la m^thode moins expeditive« En central , il faudra 
8*en tenir aox formules (IL) et (Öle), 
Turin le 30. Ayril 1838. 
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20. 

De curvis et superficiebas seeundi ordinis. 

(Auctore Dr, Oitone Hesse Regiom.) 



Sectio prima« 

De relationibus inter coefiBcientes duorum systematum sabstitutionuni linearhim, quonim 
utrumque eiBcit ut data functio quaelibet bomogenea seeundi ordinis transformetur 

in aliaxn, quae solis variabilium quadratis constet. 

1. 

Jl ropositis inter variabiles: 

Xi X2 x^ .... Xn et Xi Ja y3 • • • • r« 
n aequationibus linearibus hujusinodi: 

1. xi ^=^ xi yi-f-xi y2'ir ••••xji yn 

coeffidentes xi , quonim mimenis est n.n, üa determinari possunt^ ut 
data fiinctio quaelibet homogenea secuudi ordinis rariabilium Xi X2 • • • • x^ 
transformetur in aliam variabilium /i ^2 • • • • ^n de qua bioorum. producta 

evanuerunt. Cui conditioni ut aequationes ( I ) satisfadant, -^ — - aequa- 
tiones inter ooefficientes xx valere necesse est^ quod substitutionibus (!•) 
factis ^ r^ ^ termini iu Innas variabiles /i y2 • • • • y« doctl eranescere et 
soli n termini earum quadrata continentes remanere debent. 

Jamut aequationes^ de quibus dictum est^ nanciscamnr^ S a^^i.x^.xx 

functionem esse datam statuamus. Qua in summa numeris k, K valores 
i2.m..n orones ita tribuantur^ ut posita aequatione a^^x = a^^^ termini in 
x^xx ducti^ ubi yt, K diversi 8unl| dupUoes^ siu rero h, K aequales, sim- 
plices appareant. Si porro ponanms : 

G,y\ + G,y\+....G,yl 



expressionem esse^ in quam summa 2 a^,; ^« xx substitutione ( 1) £acta abi 

nihil impedit quominus substituendo valores Xi X2 ••»^ Xn e {\)itL aequatione 

2. 2a„,ar,a:; =: G,y\ + G^yl + .. ..G^yi 

et con^arando singulos terminos aequationes deducennis sequentes: 

Crelte*i loTirnal d. M. Bd. XX. Hft. 4. 37 
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»• 0-*. -— ^ +*a ---^j^j5 +.... + *• -^=-5^^j5^ » 

qoflmm priori posids e nnmeromin. 1 2 • • • • it sarie looo p ^ 9 divera» 

numeriS) iDas — ^^ aeqnatioiies oomdidaiiales rappeditati guibiif lo aequa« 

tianibus fagcore non potesti immeriB p, q int» 86 oominiitatiSi eas integras 
manere« £ posteriad formola^ porito 1 2 • • • • n loco p, n äequatkmes flnniity 
quibus coeffidieiites Gp qnadcatomia ipsanaa variabflram ^i* ^2 • • • • Xm tan- 
quam (tmctioiies ooefificientium x^^^ detenniDaiihir« 

2. 

Repraesentetor per forimilam: 

alterum n aeqnatioimm systema^ quibus eadem innctio data 2 a^^i x, xx ia 
formaui redigatur sequentem: "' 

eadam ratione atque antea sequimtor aequadones : 

»-^«V^« ^2 äz^a^ix^ xi 

6. = X^"+''^ -2ii L x^^-^P) «>^ L . 

7. -<?,+, = 2 «.^xi-^"' 4"+« 

qua ex aequationa priori^ posids valoribus 1 2 • • • . n divenis looo p^ q, 
aequationes ''^V" oonditionalen flmmti posteriori n ooefBcientes G„^ de* 

Contemplemur üLas n(n — 1) foranilas (3), (6) quibus solis ooeffi« 
oientes x^^^ et x^J*'^'^ satirfaoiant necesse est, ita ut de fimctiaDe 2 a^^x x^ xx 



substitutionibus (I) vel (5) üsotis variabilinm yi yi •••• y» ^ Xn-t X"-!-) ••••Xm 
binarum producta evanesoant« Facile patet aequationibus (S), (6) ^ ^ ^^^* 

staxites a^^x messe, vel potius ^ ^ > — 1 , quippe e quamm numero uuaia 

aKquam s= 1 ponere licet« üude sequitur ilUrum J^ — 1 constaiitinin. 
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efimbatione ^ ^^ ■ ae^uationes int er coeffioientes sttb0titiitioiiiim(l), (5) 

In - ' i)(n 2) 

soks existere« Sed liae ^ ^r aequationes alio aequatiamnn syste- 

mate repraesentari posaunt^ quae neqae intcfr omnes coefBoieutea x^^\x^^'^*^ 

sjmmetcia careant, neo tarn muUaa constantes eUmmaadae praebeant« Quas 
aequationes ut nanoiscamur autecedenlibus fonmilis alias quasdam addl 
Gonvenit* 

3. 
Quuin adfinem si supponimuB ex aequationibus (1) Tice versa sequi: 

inter ooefficientea Xj; ' et x;*' duo aequatiönum sjstemata Talent Iweo: 

1 = ori^^j:* + xfx^'' +.... + x'il'x^' 

= a?4 Xi -f" ^2* -^2 -|* • • • • + ^n -3Cn 

et^ 1 SS xx €Li -^ jT^ Xi -|- • • • • -^ ap^ -^i 

' = xi:' Jri" + ari,''Zf + . . . . + ar^^Xr 

in quorum posterioribus aequationibus numeris k, K e mimeroruin serie 
1 2 •••• ti valores diversi tribuendi sunt. Quibus expressionibus (8) yaria« 
biUiun Yi y2 •••• Xn aubstitutis in aequatione (2) singulos oomparando ter-* 
xniaos adipisoimur : 

10. «,,a = g,xj:'^x' + Ca-yf J^f + ....«. x:;'xr\ 

Faoile patet ex aequatione prqposita » si muUiplioetur per xf^ et pro K 
deinceps ponetur 1 2 • • • . n^ aequationum sjstema prodire, quod additione 
facta abit in: 

Qua ex aequatione mimeros 1 2 . • • • n looo x deinceps ponendo sequun- 
tur n aequationes: 

ö«,iaPi +Äm,2^2 + ••••-rÄir,ii«^n ^p^n 

quanim solutio secundum x^^^ x^^^ . • • • x^^ suppeditat n aequationes le- 

qoentis formae: 

37» 
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g7 



•»1,1 «^1 "T -^1,2 ^2 + • • • • -7- -^I,n -^ 



OP 



iP) 



12. < *5^ *^^ -^2,1 «^1 + -^,2 -^2 + • • • • +-^,n ^n 



n 



G 



p 



— -"11,1 ^i T -^ii,2-^2 -!"•••• T«»ii,»^» 



ubi adnotandum est f cum sit a^^x <==^ ^i,« 9 etiam A^^ et Ji2>« Emotiones 
quasdam coeffioientfaim a^,x ioter se aequales esse« Aequatiommi vero (12) 
looo hanc statu! licet: 

quam si mulf iplioamus per x^j^"^ et muneros 1 2 . • • • n loco /» deinceps 
ponimus n aequationes nanotscmiur, e quibus facta additione prooresoit: 

13. A,^x — G, + 'g, •■+••••+ '^Gn • 
Eadem ratione e substitutionibus (5) fcrmula sequitur haeo: 

^(«+1) jp(«+0 x^«+2) jpCt+J) jp(2«) ^(2n) 

'»* ^»4.1 (jn+2 * • 02n 

quam si addimus ad (13) fit: 

^(i) ^(1) U'i) ^(2) U2«) ^(2») 

Hac ex aequatione , positis loco k, K valoribus 1 2 • • • . n et diversis 

et aequalibusy fluunt '^ J** aequationes et inter coefficientes omaes 

x^'^ x^j^'^'^ et inter quantitates fi^^ Crj • . • • fi^i^ symmetricas. E quibus^ facta 
elinunatione illanmi 2 n quaatitatum» quippequae 2n — 1 quantilatum Ticem 

impleant, eaedem inter substitutionum (1), (5) coefiScientes 2 "^ ^^ 

lationes sequuntufi quas ex aequationibus (3)^ (6) eüminatione constantium 
prodire adnotarimus. 

4. 

Sed facile est perspecta ab aequatione (15) Tice versa ad (3), (6) 
nos redire posse« Quem ad fiuem assequendum convemt aequationem (15) 
in duas (13) et (14) dirimi, quarum e priori , positis aequationibus (9), 
aequationes (12) derivantur, quarum sohitio secundum X^^ X^^ •••» X^^ 
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suppeditat aequationes (11) e quibus faoüe sequuntur (3)^ (4); et simili 
modo e posteriori (14) aequationes (6), (7) iayenmnis« Quibus ia aequa- 
tionibns oonstantes^ qua« £unotio S a^^x^xx oontmeti ita iositae reperiuii- 

tur^ ut fimotio ipsa ex iis &oile restitui possit« 

12 3 (2n) 

Cum vero aequatio (15) ^ . »^ — "*'^ ^^ modis io duas aequa« 



tiones formae (13) et (14) dirimi possit^ totidem funotiones ^a,^ix^xi 

dirersas oognosoimus , e quarum quaelibet duo aequattonum systemata 
nascantur, quae qaomodo(3), (6) eodemmodo et ipsae looo (13) poni possunt« 

Id quo melius perspioiatur aequatto (15) exempli gratia dividatur 
in duas has: 

e quarum priorii positis aequationibus : 

1 s x^P^Y[p^^x^^^Y^P^'\-....+xlP^Yjf^ 
z=: x^^Y^'f^ + x^^Y^''^+....+x^^Yj;f^ 

1 = ar^*> r/») + x^p Ff 5 +...•+ J;;-'^ r^'-'^ + x^/+'^ y['^'^ 

= x^^^ r^ 5 + x^^^ Ff + .-.•+ a:^'-^> F/""*> + x^-+^^ Ff +»> 

ubi numeris p, q diversi valores 1 2 .... (n — 1) (n+1), numeris k, K 
diversi yalores 1 2 •••• n tribuendi suut^ facüe prodit: 

^« — A* V(P)_LJ' V^>J. -L>l' V^'*^ 

e qua aequatione vice versa sequatur: 

imde^ cum sit a^^i s=z a^^^ quia est A^^i = Ai^^ prodeunt : 

ubi looo ;», y dirersi ralores 1 2 .... («— 1) (n+1), looo K, v. diversi 
valores 1 2 .... n omnes poaendi sunt. Simili modo e seounda aequa- 
tione » quam supra statuimus, sequuntur: 
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ubi mimeris ju, v dnrersi yalores n, (n + 2)> • • • • (2 it) omnes tijbaendi smit. 
His quatuar aequationflnis efficitur ut iuBCtio ^üj^^ix^a^x substitu- 
tionibus: 

^A = ÄT^ yi + opi yi +...• + «?! y-n-i + a?i ri.+i 

et ar^ = a?a >„ +Xi yi.+j+ •••• +«?jl yai.-i+^i ^an 

transeat in: 

qua ratioae fuactioneiti 2 a«,;i x« jr^ unam ex iis reperimiu i quanim mea- 
tionem fecimus^ e qua nasouatur aequationes {a\ {Ji)y quae aeque ac (3)| (6) 
aequationem (15) repraesentant. 

5. 
Si aequadouem (15) per h^^i multiplicaimiB et mimerifl %, K ralores 

1 2 . . • • n onmes et divenos et aequales ex ordme tribuiiims, ^ T ^^ V^" 
tiones prodire videmusi quarum summam huäio in modum deBignari licet : 

Gl '^ G, T-'-^T g^^ 

Facile vero patet ^ ^ coefficienies b^^i nmltimodis ita determinari posse, 
ul ex (2n) summis^ e quibus couflata est aequatio aatecedens | (2n — 1) 
earum evanescant, unde fit ut reliquam semper spoiüe evanesoat« 

Sed et ia aequationibus (15) quaatitates Gi G^ . • • • G^n et in (3)^ (6) 
quanjtitates a^^i ut indeterminatas habere licet« Unde satis elncet e quan« 

titatum x^' numerO) cum conditionibns o - "^ solia ^ satisfadant, 

-~ earum ex arbitrio determinari poste« Quas quantitates arnoM 

81 tanquam 2 n Bjstemata valorum variabilium Xi X2 •••• X^ considera- 
muS| ex antecedentibus theorema fluit hoc: 

Theorema i. 
Si functio aliqua seoundi ordinis Tariabilium X^X^ .... X^ bomo* 
genea pro (2 n — 1) sjstematis Talonmi evaneseit seqaentinm X^ acs scf^^^ 

yk.^ T^ '*^2 * • • • n » * "^1 "— ^1 > ^^2 *2 > • • • • ^^^ ^^ji» •••••••• 
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yalent, qoae e (3), (6) fiicta coefficienthun a^^i efinmiatione prodeunt ; fimctio 
illa etiam pro reliquo systemate evanesciU 

6. 
Theofrema prqpositiiiii per se dignum qnod adnotetur inprimis magno 
est usui ia geometria ^ quoniam in theoria onrvanmi et Biqperfideruiii ae« 
cimdi ordinis quaedam prohlematai qoae valde diversa esse videntur^ pror- 
8U8 ooDgruum docet. Id sequentibus iilustrabo« 

Fosito n =s 3 per — ^ , — ^ distantias designenuis puncti alioig'us 



p a duolms axibus fixis cum puncto in eodem piano sitisi sub angulo recto 
se jntersecantibus« Tum facile est inquirere ^ quid in geometria signifioat 
aequatio (3)^ quae positis loco p, q valoribus 12 3 dirersis tres aequatio« 
nes praebet has: 

Constat enim. aequatione prima condüionem exprimi ut punctum 1 in linea 
poleri puncti 2 yel punctum 2 in linea polarl puncti 1 situm sit respectu 
ourrae secundi ordimsi quae analjtice repraesentatur aequatione: 

+ a^3 (^3,1 ^l + Ä3,a ^2 + ^,3 ^3) 

<lp . MM 

in qua mrsus ~ > -^ coordinatas orthogonales designant« 



Unde liaud. düBcQe est ammadversu aequationes Sias tres conditio« 
nes contiaerei nt pimcta 1 2 3 ita inter se confugata sint^ nt ünea polaris 
cujuslibet eorum reUqua tangat« Froposita igitur curva aliqua secundi or« 
dinis T>]na puncta^ qnorum alterum in linea polari alteriiis situm est, pimcta 
respectu curvae propositae conjugata et tema puncta, qnorum qnodque po« 
lus est iineae per duo reliqua duotae, systema punctorum respectu curvae 
propositae conjugatorum. ia sequentibus appeUabo« 
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EoHem modo M^qimüone (6% qnae poiitit loco p, q vatoribn 12 3 
ilHr«rib fttippeditot Iim aequatiaiiM: 

condfdonM Axprlml intollignnns ut puncta 4 5 6 respeotu ejosdem curvae 
ao punota 12 3 aystema punctomm oonjugatomiii conatituant« Cum uno 
aoomidum thaorema !• aequationia: 

oooffidimtea ^i.i 63,9 • • • • aemper ita detenmnari liceat ut coordinalae puno- 

X X 

toriim 1 2 •••• 6 pro -^9 ^ subatlhitae aequationi aatiafaciant , per sex 

piinoluy (Litao oonftideramusiy ourra quaedam aeoundi ordinis duci potest« 
Uiido lioo fluit thooromas 

Theorema 2. 
Propmita curva allqua aeoundi ordinia bona aystemata quaeouaque 
puiustorum renpeotu ojua conjugatorum in alia ourva aeoundi ordinia sita sunt« 

7. 

Ilio quaoatio praetermittenda noo videtur num vioe versa sex punota 
In oiirvQ aliqua a» o. ox arbitrio aumta tanquam duo ayatemata punetorum 
roapootu aliaa curvae i« o. oonjugatonun oonaiderari lioeat* Faota in (3), (6) 

tuu^nUdeutiiun a.j eUnunationOi ut vidimuai ■ ^ aeqoationea coo- 

dllioimlNi l^rodeimt; lioc igitur oasu^ quo n s= 3 pooitur, unioa aequn- 
tio iutt^r ooordinataa inteJt)odit« Unde aequitur ai e duobua sjstemn- 
tia pxmi'tonun rfapectu alicu}ii$ ourvae a« o* quinque ad arliitrium ponam- 
\\vc% aextum in curva quadam«ex arbitrio aumi posse, quam ourvam per 
noruiuhun theorema eam aecundi ordinia eaae videmus, quae per quinque 
puuctA t»x arbitrio aumta determinatur« 

Hiuuüao vero aex puncta 1 2 • . • 6 ita detenmnata 8unt| ut pro duo» 
b\ia avAteuxati» curvae aliciyua a« o« Isabere lioeat, quoque ipaa prorsua d^» 
wruttuata o»t» quod ci>efKcientium a. i y quaa aequatio curvam analjtiee 
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praesentanB contioet^ determiDaDdorum numerus aequationum conditioxui* 
Uum Dumero auperatur« Unde habetur: 

Theorema 8. 
Quaelibet sex punota in ourya aliqua seoundi ordinis sita et quo^ 
libet modo in duo systemata trium punotorum divisa^ duo sunt systemata 
punotorum respectu cunrae cujusdam alius seoundi ordinis oonjugatorum. 

Sed cum sex punota deoem rationibus in duo systemata trium punoto- 
rum diyidi possinty decem curvae s« o. diversae exstant, quarum cuique 
sex lila punota duo sunt systemata punotorum conjugatorum. 

Igitur si speotamus theorema antecedens^ faciie intelligitur problema : 
datis e duobus systematis punotorum conjugatorum quinque pnnotis sextum 
punctum invenire cum problemate: datis quinque punctis ourvae alicujus 
«• o. sextum aliquod punctum in eadem cur?a positum inTonire, prorsus 
congruere« 

8. 
Yidinuu supra proposita curva aliqua s. o. fi^CiX^x^ ^=1 0^ ut 
puncfa p, q respectu ejus conjugata sint, inter coordinatas eorum aequatio- 
nem respectu coefBcientium expressionis/'(jriarsX3) linearem locum habere: 

Igitur quot paria punotorum conjugatorum consideramus tot hujusmodi 
aequationes habemus» Cum Tero expressio f{x^x^x^ quinque coefBoien- 
tes contineati quinque paribus punotorum conjugatorum datis curva ipsa 
determinata erit« Quare proponere licet problema: datis quinque paribus 
punotorum respectu alicujus curvae s, o. conjugatorum ourram oonstruere« 
Si vero quatuor tantum paria punotorum respectu alicujus curvae s. o. 
data sunty inter quinque coefficientes aequationis ourvae quatuor aequatio« 
nes lineares locum habent; quarum ope ex uno ooefficiente reliqui linea* 
riter determinari possunt« Sit Ä. ooefficiens^ quo reliqui lineariter deter« 
minantur« Quo facto curvae aequatio formam induet: 

designantibus (p et ^^ functiones s« o« 9 quarum coefficientes e coordinatis 
punotorum datorum composit! sunt» 

Has igitur aequatioae Ä. pro arbitrio sumto omnes ourvae reprae* 
sentantur^ quibus quatuor paria data punotorum conjugatorum sunt Cum 
vero 9 quiounque sit vaior ipsius Ä. aequationi quatuor punotorum coordi* 
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natae satisfaciant y in quibus ourrae (^ = et ^// =s coDOurrunt ^ omnes 
curvae s« o« quibus sunt quatuor paria poDotorum oonjtigatorum data^ in 
quatuor punctis concurruDt« Sese offert igitur nobis alterum problema^ 
diguum quod suscipiatur: qaatuor punota interseotionis omniuiii ourrarum 
8. o« invenire, quae quaelibet quatuor paria punctorum respecto earom 
coDJugatorum data babeant« 

. Proposita curva aliqua 8. o. quodlibot sjrstenia puDCtomm respeota 
ejus coDJugatorum vice trium parium punotorunl coojugatoram fungitur« 
Quare curva ipsa cum dato quolibet systemate punctorum coojugatorum 
datisque duobus quibuslibet p^ribus punctorum conjugatorum^ tum duobus 
quibuslibet systematis punctorum conjugatorum in curva aliqua s« o. sitis 
determinata erit. Si vero e duobus systematis punctorum respectu curvae 
aiicujus 8« o. conjugatorum quinque puncta data sunt, boc modo quatuor 
tantum puncta in iila curva sita determinata erunt« 

Jam legem reoiprocitatis ^ qiioad ejus usum faoiam, paucis verbis 
adumbrem^ cujus ope ex antecedentibus alia theoremata sine magno ne* 
gotio fluunty quas commemorandas existimaverim« Uaeo lex ea re nititur 
quod^ curva aliqua s. o« proposita, quae directrix appelletur, si puncta 
quaedam in linea recta sita sunt eorum lineae polares in polo iliius lineae 
ooncumint et si lineae quaedam in uno puncto concurrunt earum poli in 
linea polar! iliius puncti siti sunt« Unde elucet cuique theoremati, quod 
docet quasdam lineas in uno puncto conciurrere aut quaedam puncta in 
linea recta sita esse^ alterum tbeorema respondere, quod vice versa enun« 
tiaty quaedam punota in linea recta sita esse, aut quasdam lineas in uno 
puncto concurrere, ita ut cuique lineae alterius quoddam punctum alterius 
tbeorematis respondeat« 

Sie porro cuique pjunoto in ourva aliqua s« o. sito linea aliam cur- 
vam 8» o. tangens et cuique lineae curvam priorem tangenti punctum in 
posteriori situm respondet* Talium curvarum alteram alterius curvam 
respectu directricis propositae polarem vocabimus« Froposita curva aliqua 
8. o. binas lineasi quarum altera ducta est per polum alterius respectu cur- 
vae propositae conjugatas appellare convenit, cum respondeant binis punctis 
respectu curvae polaris conjugatis, Denique ternae lineae, quarum quae» 
que linea est polaris puncti, in quo ooeunt duae reUquae» systema linea* 
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mm respectu curvae propositae €oii|uga(arum Constituante quippe quod 
sjstemati punctorum respectu curvae polaris oon)ugatprum respoodeat. 

His praemissis theoremata adjioiamus legis reoiprocitatis ope e theo« 
"rematis 2.^ 3. sequentia: 

Theorema 4. 
Proposita Curva aliqua secundi ordinis bina sjstemata quaecunque 
linearum respectu ejus conjugatarum aliam secundi ordinis curvani tangunt. 

Theorema 6. 
Latera duorum triangulorum curvae alicui secundi ordinis circum« 
scriptorum pro duobus systematis linearum respectu alius cujusdam curvae 
secundi ordinis conjugatarum habere licet. 

Eadem ratione e $• 8. sequitur: datis quinque paribus linearum 
respectu curvae alicujus s. o. conjugatarum curvam ipsam determinatam 
esse: omnes curvas s. o., quae eadem quatuor paria linearum conjugata- 
rum data habeant, quibusdam quatuor lineis simul tangi. Cum vero Sy- 
stems linearum respectu curvae alicnjus s. o. conjugatarum pro tribus pa- 
ribus linearum respectu ejus conjugatarum habere liceat^ duo systemata 
data linearum respectu curvae alicujus s. o. conjugatarum, quae, ut supra 
intelleximus , curva aliqua s* o* tangantur necesse est, curvam ipsam de- 
terminabunt* Si vero e duobus systematis linearum respectu curvae ali- 
cujus s. o. conjugatarum quinque lineae datae sunt ea ratione quatuor 
tantum lineae eam curvam tangentes determinatae erunt. 

Denique respicientibus nobis ad definitionem systematis linearum 
respectu curvae alicujus s. o. conjugatarum observare licet, puncta tria, in 
quibus binae earum linearum concurrant, systema punctorum respectu ejus 
curvae conjugatorum constituere. Quare ex antecedentibus boo fluit theo- 
rema notum: 

Theorema 6. 

Quaelibet triangula duo curvae alicui secundi ordinis insoripta, alii 
curvae secundi ordinis circumscripta et vice versa quaelibet triangula duo 
curvae alicui secundi ordinis circumscripta alii curvae secundi ordinis in« 
scripta esse* 

10. 

Revertamur ad theorema 1. posito n = 4 geometrioe interpretan- 
dum* Quo consilio coordinatae punctorum aliquorum Pj g nocentur 

38* 
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flpCP) j.(P) j.(P) j^W ^(9> jp(9) 

^' ik^ yj^' ]^^ ^^ ik' "^^^ *"""'* dircctionibus sibi lOYioem 
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nortnalibus sunt parallelae. Quae eoordinatae si satisfaciant aequationi (3) 
piinota deternioanty quorum alterum in piano polari alterius situm tit 
reapeotu auperficiei aeoundi ordinis aequatione S^^i a«,2 XgXx^=^0 repraeaen« 
tatae« Quo apparet aequationibus sex, quas aequatio (3) positia pro p, q va« 
loribua 12 3 4 dlTersis praebeat^ conditionea exprimi vA punota 12 34 ita 
oonjugata sint ut planum polare cujuslibet eorum reliqua tangat» Fropo* 
aita aliqua superficie s* o. bina punota ^ quorum alterum in piano polari 
alterius aitum est, puncta respeotu superficiei propositae coojugata et qua« 
tema punota | quorum quodque est polus plani per tria reliqua duoti in 
sequentibus punota respeotu superfioiei propositae oonjugata vooabimus» 
Igitur positis pro p, q yaloribus 12 34 diversis aequatio (6) auppeditat 
aex relationea quibus satisfieri neoesse est^ ut punota 5 6 7 8 oonjugata sint 
respeotu ejusdem superfioiei ao punota 12 3 4« His vero oonditionibus oum 
theorema (I) dooeat omnibus aequationibus bomogeneis s« o# irariabilium 
XiX^X^X^^ quibus eoordinatae 12 ••••7 pro variabilibus substitutae sa- 
tisfaoianty etiam ootari punoti 8 ooordinatas satisfaoeroi hao ex re oonda- 
dere lioeti omnes superfioies per Septem pimota 12 ••••7 duotas etiam per 
ootaTum punctum transire» Unde fluit theorema: 

Theorema 7. 

Proposita superfide aliqua seoundi ordinis bina sjrstemata puncto* 
rum respeotu ejus oonjugatorum ita inter se disposita sunt, ut omnes su« 
perfMes secundi ordinis per Septem eorum duotae etiam per reliqaum punc- 
tum transeant. 

Qttod theorema 9 oum quaelibet tres superfioies %. o. octo puncta 
communia babeant^ et per Septem punota innumerabiles superfides non 
eadem cunra interseotionis gaudentes duci possint, sie quoque enuntiare licet: 

Proposita superfide aliqua seoundi ordinis bina systemata puncto* 
rum respeotu ejus oonjugatorum oonsiderari possunt tanquam octo punota 
interseotionis trium aliarum superfiderum quarundam seoundi ordinis non 
eadem curva interseotionis gaudentium# 
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11. 

Tidimus supra Caota e (3)^ (6) coei&aieotiam a^ji elimmatione 

2 aequationes oonditionalea relioqui» Si igitur ns=5 4 ponatur 

tribus aequatioDibus coordioatae octo punotorum 1 2 3 • • • «^ 8 satisfiidaDt 
oeeesse est^ ut tanquam duo systemata panctorum eofijugatoruin respectu 
alioujus superficiei n. o. haben possint* Unde aeqaihir septem ex iis ad 
arbitrium sumi posse^ octavunx inde determinahim Mse» Notasse bio juva-» 
bit cum aequationes (3), (6) DOTem aequationesi quibus ootavi puooti oooiv 
dioatae desint, et tres aequationes respeotu ooordtoatariiin ootavi punoti 
lineareB ooinpleotenttir^ priores ad eoei£oientes ii«a determinandas suppedi« 
tare^ quibus faetis posteriores io ooordinatis octavi> punoti lineariter deter- 
minandis suoourrere« Igitur si e duobus sjstematis punotorum respeotu 
superfioiei oujusdam s# o. septem punota data sunt oum superficies ipsa 
determinata erit^ qoia coeffioientes a^^ aequationis 'S a^^i x^, Xi sst eam 
repraesentantis ooordinatis punotorum datorum exprimere possumus^ tum 
ootavum punctum duorum sjrstematum« Cum rero illa septem punota ad 
arbitrium ponere lioeat e tbeoremate anteoedente sequitur theorema notom : 

Theoremm S. 
Omnes superficies secundi ordinis per septem punota ex arbitrio 
posita duotae ootaTum punctum quoddam illis determioatum tangunt» 

Adjicio alterum theorema anteoedentibus probatum: 

Theorema 9. 
Quaelibet superficies tr^ seoundi ordinis non eadem ourva inter* 
seotionis gaudentes in octo punctis se invioem secant^ quae tanquam duo 
systemata punotorum respeotu alius oujusdam superfioiei seoundi ordinb 
oonjugatorum oonsiderari licet» 

Adnotandimi rero bio videtur^ oum octo punota 35 modis in duo 
systemäta quatuor punotorum dirimi possint» 35 superficies s* o« diversae 
exstare^ quarum ouique punota octo intersectionis trium superficierum s« o» 
datarum duo siot systemata punotorum conjugatorum« 

Jam si respioimus ad tbeoremata antecedentia dubium non relin« 
qoitur^ quin problema: e duobus systematis punotorum conjugatorum re» 
speotu superfioiei alioujus secundi ordinis datis septem punctis octavum 
punctum invenire^ oum problemate datis septem punctis intersectionis trium 
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superficierom seouadi ordinis ootarum punctum intersectionis invenire^ 
prorsus ooDgruat. 

12. 

Propoftita tuperfioie aliqua s. o«, ut duo punofa respectu ejus con« 
iugata tlnti inter ooordioatas eorum uoica aequatio respectu coefficientium 
aequationi« superßoiei linearis locum habere debet. Quare cum aequatio 
superfiolef s« o. novem ooefficientes contineat^ ad determiDandam super* 
flciem novem paria punctorum respectu ejus oonjugatorum data esse ne- 
oesse est. Igitur ooto paria punctorum oonjugatorum data superficiem non 
prorsus determinabunt , sed curvam solum intersectionis omnibus superfi* 
ciebus A. 0. communeroi quae datis octo paribus punctorum conjugatorum 
gaudent« Cum enim inter coeffioientes nequationis superficiei octo aequa« 
tiones valeanti earum ope ex uno coefficiente reliqui lineariter determinari 
possunt. Si igitur per K coefficiens designaturi quo reUqui lineariter de- 
terminanturi aequatio superficiei formam induit: 

designantibus (f) ei yp functiones s. o«^ quarum coeffioientes e ooordinatb 
punctorum datorum compositi sunt« Quae aequatio^ K ad arbitrium sumto, 
cum ropraesentet omnes superficies octo paribus punctorum conjugatoram 
gaudentes et ei omnium punctorum coordinatae satisfaciant ^ quae aequa« 
tlonibus ^ =: et ^// ss simul satisfaciunt , omnes iilae superficies ean» 
dem curvam intersectionis babebunt. Sjrstema punctorom respectu cur- 
f ae alicujus conjugatorum Ytoe sex parium punctorum conjugatorum fungi« 
tur« Quar« omnibus superfidebus dato sjrstemate datisque duobus paribus 
punctorum conjugatorum gaudeotibus eadem est curva intersectionis. 

Simili modo probatur omnes superficies, quae Septem parui puncto» 
mm res()ectu earum conjugatorum data Tel unum systema et unun per 
punctorum conjugatorum datum habeant, in octo punctis coire. Nam si 
aequationum aeptem conditionalinm ope e duobus coeiBcientibas X, fc m* 
liqui determinantur) bac ratione ae^iatio superficiei in formam rrdip 
tur baoc: 

Qm af^qiiatian^ c«m coeffieiesites, quca continent function e a ^ 4^ Zi 
iKnatis pundorMi datorum delerminati sint, X^ u pro arbürio 
ai^f^erlkm r e p ra^ae n taniiy» qnae in isdem octo 
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13. 

Lex reciprooitatis 9 quam adhuc usque ad tbeoremata adhibuimus^ 
quae ad figuras in eodem tantum piano sitas pertinent^ idonea est, quae 
dilatetur ad figuras in spatio quolibet modo sitas. Onmia enim quae in 
§• 9# de punctisy lineis, curvis in eodem piano sitis breviter sunt exposita 
ad puncta in spatio sita, plana; superficies transferri licet. Notum enim est 
omnium punotorum in piano aliquo sitorum plana polaria respectu super« 
ficiei 8» o# ad arbitrium sumtae^ oui nomen tribuatur direotricis, in polo 
iUius plani coire, et omnium planorum in uno puncto concurrentium polos 
in piano polari illius puncti sitos esse« Si porro punctum in superfide 
aliqua s« o» movetur, ejus planum respectu directricis polare aliam super« 
ficiem s« o« tangit, in qua sibi sunt poli omnium planorum superficiem 
priorem tangentium« Talium superficierum altera alterius superficiei re- 
spectu directricis polaris voce(ur. Hac superficies porro ea proprietate 
sunt 9 ut si binorum punctorum respectu alterius superficiei conjugatorum 
plana respectu directricis polaria ducantur, horum planorum respecta alte- 
rius superficiei alterum ductum sit per polum alterius et si systematis ali» 
cujus punctorum respectu alterius superficiei conjugatorum plana respectu 
directricis polaria ducantur, terna eorum respectu alterius superficiei in 
polo reliqui concurrant« Quare proposita superficie aliqua s. o« bina plana, 
quorum alterum ductum est per polum alterius plana respectu superficiei 
prppositae conjugata et quaterna plana, quorum quodque est planum po« 
lare puncti, in quo tria reliqua ponourrunt systema planorum respectu su« 
perficiei propositae conjugatorum appellabo« 

Haec breriter exposita sufficiunt ad tbeoremata sequentia e tbeo- 
rematis (7), (8), (9) eruenda: 

Tkeorema 10. 
Proposita superficie aliqua n. o. bina sjstemata planorum respectu 
ejus conjugatorum ita iater. se disposita sunt, ut omnes superficies se* 
oundi ordinis, quaecunque Septem eorum tangunt^ etiam octayum pla- 
num tangunt. 

Cum Tero quaelibet tres superficies s« o. octo communia plana tan- 
gentia habeant et innumerabiles superficies Septem plana data tangentes 
exstent) quae octo planis neque aliis simul taoguntur, theorema proposi« 
tum sio quoque enuntiare licet: 
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Proposita luiperfioie aliqua secandi ordinis bina sjstemAta planorum 
respecta ejus oonjugatorum oonsiderari possunt tanqnam octo plana tao« 
gantia tribus suparfidebus quibnsdam oommuniay qaae non alio piano n* 
mal tanguntur« 

Theorema 11. 

Omnet superfioies secundi ordinis, quae septam plana ex arbitrio 
posita tangunti quoddam ootaTum quoque planum illis determinatum tangunt« 

Theorema 12. 

Octo plana taogentia tribus quibuslibet superfioiebus secun^ ordi- 
nis oommunia, quae aon aliis planis simul tanguntur , oonsiderari possunt 
ut duo sjrstemata punotorum respectu alius oujusdam superficiei secundi 
ordinis oonjugatorum» 

Notatu bic dignum est, cum octo plana 35 modis m duo systemata 

quatuor planorum dirimi possint, 35 superficies exstare quarum cuique, 

datis tribus superfioiebus s« o. non plus quam octo plana tangentia com* 

munia habentibus, octo plana tangentia duo sint systemata planorum. con« 

jugatorunu 

Deinde e §• 12. legis reciprooitatis ope apparet: datis novem pari* 
bus planorum respectu superficiei alicujus %. o.j vel e duobus systematis 
planorum respectu superficiei alicujus s. o. conjugatorum datis Septem pla« 
nis superficiem ipsam determinatum esse: omjies superficies s« o« iisdemi 
octo paribus planorum conjugatorum vel uno sjstemate et duobus paribus 
planorum respectu earum conjugatorum datis gaudentes omnibus pla« 
DJs tangi, quae earum quaslibet duas simul tangant: omnes superficies, 
s. o« Septem paribus planorum conjugatorum vel uno systemate et uno 
pari planorum respectu earum conjugatorum dato gaudentes octo planis 
simul tangi« 

Denique theorema adjioio, quod ex anteoedentibus fädle fluit simulac 
oognitum est quatuor plana, quae ductae sint per terna puncta syatematis 
alicujus punotorum respectu superficiei alicujus s* o. conjugatorum, systema 
planorum respectu ejusdem superfidei conjugatorum constituere, et qua« 
tuor puncta, in qurbus terna plana systematis planorum respectu super» 
fidd alicujus s« o. conjugatorum ooncurrant, systema puncforum respectu 
ejusdem superficiei conjugatorum efficere. 
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Theorema 13. 

Duo tetraedra tribu8 superfioiebiM seoundi ordtnis non eadem ourr« 
iatersection» gaudentibus simul insoripta tribus aliis superßoiebus seoundi 
ordiois simul circumscripta * sunt , quae non plus quam octo plana fangen« 
tia oommounia babent, ei^ vice versa: duo tetraedra tribus superficiebus se« 
cundi ordin», quae non plus quam octo plana tangentia habent^ simul cir« 
cumscripta tribus aliis superficiebus secundi ordiois non eadem curva in« 
tersectionis gaudentibus simul inseripta sunt. 



Seetlo altera« 

Solvnntur qnaediiii problemata in sectione antecedente eomoiemorata. 

14. 

Juvat theoremata (2)| (3) geometricis quoque considerationibus pro« 
bare« Quod cum lemmatis cujusdam ope assecuturi simusi cujus usus in 
sequentibus erit frequens, inprimis id lemma ad demonstrandum pro» 
ponamus : 

Lemma. 

Si in quadrilatero aliquo completo, cujus diagonales tres sunt aa% 
hh\ c&, puncta aaf et hV pro curva quadam secundi ordinis duo paria 
punctorum oonjugatonim constituunt| etiam puncta ec' puncta respectu 
ejus currae sunt conjugata« 

Notum enim est proposita curra aliqua s. o. si per puncta respectu 
ejus conjugata linea ducatur^ hanc lineam curvae duobus punctis occur» 
rere^ quae cum prioribus quatuor puncta harmonica constituant* Igitur 
si (Fig» 1) puncta, in quibus diagonales tres ciinram secant^ vocamus 
AA', BB', CC' et aa! AA et hVBB' puncta barmonica sunt^ lemma 
demonstratum erit simulac puncta cc'CC barmonica esse ostenderimus. 
Licet vero figuräm 1 pro projectione central! alius figurae 2 baberci in 
qua curva secundi ordiois circulus et linea per puncta afV & ducta in in- 
finite posita sit ^). Qua in figura^ cum punctis figut^e 1 respondentibiis 



a) PonceUi. Trait^ des proprictes ptojecUves etc. pag. 54« 

Cnr.e s Joumtl d. IL Bd. XX. Hit. 4. 30 



302 ^' U0§$ff äe curvis €i wperflmebus itcumäi 

«Klem Mgoa tributt fiiit» lIoeM ÄA'hcf BB^acj CC^al paraBelae re» 
'p«riuDlur« Porro ouin Datum tit puoota barmoiiiea in projectuMie eeotrafi 
barmonloft mtnere^ utrasque obordas AA et i3J?^ linea ab in doas partes 
btar f 6 aequalai leeat et| ut puncta e&CC .10 figura 1 harmoDiea abt, 
obordam CC^ io figura 2 puncto 1: 10 duas partes inter se aequales dindi 
neoesfte eitt Reitst igitur ut demonstremus cbordam CC ponoto c bila» 
rlam dividl, Tel perpeDdlculares tres io cbordis AA', BB', CXy ereotas 
per puoota a, b, c ductas in udo puncto convenire« Sed bae Uneae ab 
ungulis triunguli abc ad latera opposita perpendiculariter ductae sunt. 
Igilur in uno puncto conourrunt* 

Kx hoc lemroate legis reoiprooitatis ope sequitur: 
Propoiito quadrilatero aliquo si latera opposita duo paria linearum re- 
■peotu curvae alicujus secundi ordinis conjugatorum oonatituant etiam dia« 
gonales liness respectu ejusdem curvae conjugatas esse» 

15. 

Lemma propositum et tbeorema de hexogrammate ourrae aticui 
St Ot iuicripto a Pascaie litteris mandatum et tbeorema boooe: duo qua^ 
übet nystemata punctonim re8{>ectu curyae alicujus s« o. conjugatorum 
curvae cuidam alii n. o. inscripta esse et ?ice versa quaelibet sex puncta 
In curva aliqua «• o« sita pro duobus systematis punctonim respectu cujus« 
dam inirvae aliiis s. o. baberi posse, ea ratione intw se nexa sunt ut ex 
eonim binis reliquum iaoile se<iuatur« Sint enim (Ffg. 3) abcf afVtf 
duo sjrstemata puuctorum respectu curvae alicujus %. o. conjugatorum» 
Cum punctum p^^ in quo lineae as puncti h polaris linea V if oocurrit et 
b puncta sint conjugata, cum porro punctum p^ in quo §1 c^ puncti b* po* 
laris et Ic coeunti et b* puncta sint conjugata; seeundum lenwia proposi« 
tum pimcta P et P'i in quibus concurruot lineae bc, b'cf et bV, ppf 
oonjugata erunt« Igitur puncti P polaris per P' transibit. -Punctum P 
vero situm est in utraque linea bc et tV quara linea a^f earam pohs 
jungens puBCti P polaris erit et bac ex causa punctum JP taafet« ^ftur 
lineae trea ««^ bb\ pp' in uno puncto concurrsnt neoense est. Quod sie 
f|yoque ennntiari licet; latwa bexsgoni m^t'&b^be (^»positn in tribus pnoctis 
eoncMtarei quae in linen wcta repmantur. Cnde tbeorematis PascmiU 
K^ seqnitnr alters pars dieoremati» aupm propositi^ bexagonnm ilnd 
vae aücni inacriptum esse» 
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• 

Si vero ad alteram partem illius tbeorematis demoostrandam sta« 
tuimus hexagoDum aa'&h'hc ctinrae alicui a« o. insoriptutn Mse e theo» 
remate Pascalis sequitur lineas. aa^, hV, pp^ in udo puDofo conoorrere» 
Cum vero eurra aliqna s. o« qiiinque paribus punotorum oonjugatoruni 
determinetiir I puncta ahc pro ajstemate puDCtorum ooojugatoruni et b^c' 
eti'p pro duobus paribus punetorum coojugatorum respeota curvae all« 
cujus 8« o. coQsiderare possumus. Haeo curva gaudet punctb PP' ooih 
jugatis quia bp^ et b'p puncta oonjugata 8uot# Quare finea P^a puncti 
P polaris erit. Praeterea linea pc* puncti b^ polaria erit quia b^p et b'& 
puncta conjugata sunt« Unde sequitur punctum af in quo eocant lineae 
P'a et pc lineae b'& polum esse. Igitur etiam puncta afV& systema 
punetorum respectu ejus curvae conjugatorum constituunt, cui alterum 
s^-steina abo punetorum conjugatorum esse supposuimus« 

Hujus tbeorematis et lemmatis ope tfaeorema Pascalis bao ratione 
probatur. Sit aa'c'b'bc hexagonum quodlibet curvae alicui n. o. in- 
scriptum. Cum puncta abc^ a^Vc' pro duobus sjstematis punetorum re- 
spectu curvae cujusdam s. o. conjugatorum babere liceat, ita inter se dispo- 
aita sunf, quod lemmatis ope antea demonstravimus^ ut hexagoni latera 
opposita in tribus punctis concurrant^ quae in recta linea sita sint. 

Denique restat ut lemma demonstretur. Proposita curva aliqua s« o« 
a( et a'V (Fig«4) duo paria sint punetorum respectu ejus conjugatorum« 
8i puncta^ in quibua lineae aa% bV et aV^ a'V concurrunt per P^ et JPs 
designamua lemma probatum erit^ simulac puncta PiP^ conjugata esse 
o^enderimus« Quo consilio supponamus c et c* polos esse linearum ab 
et a'V. Quibus statutis puncta abe, 'a'V& duo systemata punetorum re« 
apectu curvae propositae conjugatorum erunt. Qua ex causa latera hexa- 
goni b'acba'c' in tribus punctis p2p^P^ concurrunt in Unea recta ait». 
Cum vero punctum P* peius sit lineae per P^ P« ductae puncta P^ P^ con« 
jugata erunt respectu curvae propositae. 

16. 

Problema i. 

Dato systemate abe punotorum respectu cujusdam secundi ordinis 
curvae conjugatorum datisque duobus paribus a^'A, VB punetorum re- 
spectu ejus conjugatorum punetorum a"y V' lineas polares invenire« 

39* 
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DucanUir (Fig. 5) Uoeae no^^ et bh" io p ooeuotes. Inde daotfi- 
tur luieae pA et pB lineis hc et a^ in a et ß ooourreDtes et ^V^, hB, 
aa", aA lineis juogantur^ quarum priores in ß\ posteriores in af oon« 
currant« Denique linea a^ß^ dnoatur lineae ac in ß'^, lineoe he in a^' 
oeourrens et jungantur Bß^* et Aa^\ Quibus iaotis Bß^^ ipsios i*^, Aa" 
ipsius a'^ erit linea polaris. Nam si lineas bß, VB tanquam quadrilateci 
Gompleti diagonales contenkplemur^ tertia ejus diagonalis pß' erity et oum 
b ß, b'^ B duo paria sint punotorum oon jugatbrum, secundum lemma etiam 
pß' puncta eruot coojugata. Sie porro demonstratur lineis ao, af^A, pa 
taoquam quadrilateri completi diagonalibus babitis puncta pa/ oonjugata 
esse. Uade eluoet a' ß^ polarem esiie ipsius p* Cum vero in ß^^ lineae 
a'ß^, ac coeant^ linea bß'*, quippe quae earum polos tangat^ est puncti ß'' 
polaris. Taogit igitur punoti b'^ polaris et B et ß^\ Unde sequitnr Bß^^ 
ipsius C eademque ratione Aa/^ ipsius a^^ polarem esse« 

In posterum usum adjiciendum videtur^ quomodo punoti c", in quo 
coeunt lineae Ab'^ Ba'', linearum jamjam ductorum ope linea polaris 
oonstruatur^ quam cum Uoeis a*' b'^ et AB in uno puncto C concurrere 
lemma antecedens eouotiat oum a!'Aj b" B, cf'C diagonales siot«]usdem 
quadrilateri completi. Huoc io fioem. ducantur lineae ß'^c*'^ ui'c*' lineis 
pa tX pb\%k a!'* et V^ occurrentes. Porro si linea a'*' V*^ ducitur lineam 
a!ß* in y^^ secans, junctis 7'^ (7 punctis, 7'^C puncti d' est polaris» Et« 
enim ai'a'^'y ß"V"^ ^*'c*^' diagonales sunt quadrilateri cujusdam completi 
et puncta a/'a'", ß"b"* duo paria punctorum conjugatorum oonstituunt. 

17. 

Problem a 2. 
Datis e duobus systematis punctorum respeotu superficiei dioujos 
secundi ordinis Septem puoctis octavum punctum inTOnire. 

Sint ab cd, a'Vc' i' duo sjstemata punctorum respectu superficiei 
alioujus s. o. coojugatorum. Ducantur Uneae ia^^ dV, d&, V&ß &af, a/V, 
quae planum per abc ductum in punctis a^'b"&', ABC secent. Qnae 
puncta ita inter se disposita sunt, ut per a'^V'C, V*c"A, €f'a!'B tres 
lineae rectae duci possint. Ferro tria plana per puncta d'b'&, d'c' a', d' a!V 
ducantur y quae planum abc m lineis Acl^^ Bß", Cy'* secent. Per has 
lineas et punctum d si tria plaoa dueimus, baeo plana erunt polaria pimcto« 
rom a^*V'c**. Cum enim omnium punctorum, quae sita sunt in linea d^^^ 
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pkoa polaria per infeneGtioDem planorum Vc'd^ et aic duota sint et 
punetum af' in hao Imea et in piano ahc situm sit» ejus planum polare 
per lineam Aa'* et punctum d transeat necesse est. Eademque ratione 
probatur Bß'^d ipaius b'^ et C'^^^d ipsius c'^ planum polare esse. Sed 
soperficiei et plani abc curvam interseotionis contemplemur et lineas et 
pnneta in piano abc constituta respectu ejus eurrae interpretemur« Re* 
spectu bojus €ur?ae punota abc vyntemä punotomm oonjiigatorum consti« 
tuent etAo/^ ipsius a'^ Bß'^ ipsius b'^, Cy'' ipsius &^ liaeae polares erunt« 
Jam si punctum d' non est datum linearum Aa/', Bß^', Cy'^ nonnisi 
punota ABC ea ratione ^ qua usi sumus, determioari possunt« Sed in 
usu sunt hae lineae ad determinandum punctum d'. Nam si per eas et 
per lineas b'c', c*a% a'V tria plana ducantur in puncto d' ooncurrent« 
Quam meditemur quomodo lineae ila^^^ Bß'*, C)^> puncto J^nonoognito 
reperiemus« Haec rem questio in problema I. redit* Si enim respioimus 
ad ourram in piano abc sitam respectu ejus datum est systema abc 
punctorum conjugatorum et tria paria a!' A^ VB, &'C punctorum con« 
jugatoruro« 

Etsi problema * antecedens omnino est absolutum ad nexuni octo 
punctorum I quae duo sjstemata punctorum respectu superfioiei alicujua 
s« o« conjugatorum constituunt^ melius intelligendum et inde alteram pro« 
bleniatis antecedentis solutionem deducendam investigationem datorum octo 
punctorum de integre succipiamus« 

Datis s]rstematis duobus ab cd, afV&d' punctorum respectu super« 
fieiei alicujus s» o. conjugatorum punctum plane dbV et lineae aa' com« 
mono f Tocetur. Hu jus punctii quta situm est in linea polas aa^ jungente^ 
planum polare per intersectionem planorum polarium bcd ^t V&d' trans« 
ibity et quia hoc punctum in piano dbV inest, ejus planum polare per in* 
tersectionem plani a'c' d' et lineae ac transeat necesse est« Si igitur pla« 
num ducis per puncta tria interseotionis plani bcd et lineae Vcff V e^d' 
et bc; a'c' d' ei ae puncti p habes planum polare« Sed ejusdem plani 
quartum punctum facile inrenitur boc modo« Ducantur lineae pa' et pb% 
quarum alteia punctum a tauget, altera lineam db in puncto aliquo seca« 
bit, quod vooemus q. Hujus vero puncti planum polare cum* per a, et 
ipsius V planum polare pw a* transeat, puncti p planum polare seoundura 
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lemnM per intersectioDem liDeanini qaf et aV, id est per iatwseotiooeai 
pjaoi bia^ et lineae ab' traosibit« Hoc igHor panetimi interseetioiin , « 
desigoemus per (jiafb.aV) eademque ratione ali« punota^ quae oooteoi^ 
plabiinur, per planum et lineanii in quibus rita sunt; punota quatuw 
{d'Vc'.bc)j {d'c'af.ca)^ {dbc.V&)^ (ßafb.aV) in eodem piano aita sunt, 
Tel^ fti lineae p^r punota designentur^ per quae duotae sunt, ea ratione iit 
{b'&d'.bc) (af&d\ac) lineam significet per punota (b' c'd'.bc)^t {af&d'.ae) 
duotam; linearum:. 

{d^b'&.bc) (ß'&a'.ea) et {dafb.ab')idhc.Vc') 

altera alteram Booat. 

19. 

Nuno punota octo^ quae ut aupra adnotarimus^ quolibet modo in 
duo syatemata quatuor punotorum divisa pro duobus systematis punoto« 
rum respeotu superficiei alicujus s. o« oonjugatorum haberi postint^ quam 
nullum inter reliqua eminent | relatione eorum ioTonta per numeroa de« 
signari oonvenity ita ut signorum caVc'afbd'd looo aoribantur 1 2345678« 
Quo facto linearum (734.61) (745.12), (856. 23) (861. 34) priorem, quam 
desigoemus per I, a posteriori aecari, quam Tocemus (III)i paragrapho 
aptecedente jamjam demonstratum est* Sic porro designentur: 

(734.61) (745.12) per I, (834.61) (845. 12) per (I); 



(745.12) (756.23) 


- 11, 


(845.12) (856.23) 


- (ü). 


(756.23) (761.34) 


- III, 


(856.23) (861.34) 


- (IM), 


(761.34) (712.45) 


- IV, 


(861. 34) (812.45) 


- (IV), 


(712.45) (723.56) 


- V, 


(812.45) (823.56) 


- (V), 


(723.56) (734.61) 


- VI, 


(823.56) (834.61) 


• (VI). 



Quarum expressionum quadibet ex antecedente obtinetur signa 12 3 4 5 6 
mutando in 2 3 4 5 61. Sed ut perspiciatur quomodo bae duodeoim lineae 
inTeniantur | puncta 1 2 3 ... 6 deinceps sex Uneis jungamua ita ut hexa- 
gonum efficiatur, quod rocemus £f. Hujus hexagoni latus quodque piano 
per latuB oppositum et punctum 7 ducto secetur» Quo facto sex punota 
ioterseotionis naaciscimur quibus ex ordine per Uneas junotia lineaa habe« 
mus I II . • • • VI alterum effieientes faexagonum quod designemua per A. 
Tertium hexagonum B nanciscimur, si loco punoti 7 eadem ratione poncto 8 
utamur# Cujus hexagoni latera ea erunt, quae per (I) (II) •••• (V'I) 
designavimus. Haec tria hexagona proprietatibos memoratu digais gau- 
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dratf quamm explioatioiiem jam aggrediamur« Lioeae tres per angulos 
bexagoni A oppositos ductae in puncto 7 skniti lineae tres per aogulos 
bezagoni B oppositos duotae in puncto 8 'conourront. Cum enim punota 
(734.61) et (761.34) in oppositifl angults hexagoni A siti mnt, quae in 
Intarsectione planorum 734 et 761 punctum 7 tangentium coinbidant^ lineo 
per haeo puncta ducta punctum 7 tanget etc. Qua ex re apparet bexa« 
goni A sicuti hexagoni B latus qiiodcunque per oppositum secari^ et tria 
plana per latera opposita bexagoni A ducta iu puncto 7^ sicuti tria plana 
per latera oppoaita bexagoni B ducta in puncto 8 concurrere. Quod vero 
ad latera bexagonorum diTersorum attinet I III Y et (I) (III) (V) 
altera ab alteris secantnr» Cum enim latera I (III) concurrere oatemum 
Sit et signis 12345678 mutatis in 56123487 aigna Uneae (HI) inl 
et I in (Y) abeant^ latus I etiam a (Y) secatur» Praeterea lineae I (I) 
ooncurrunt^ quin utraque in piano 612 sita est, Quo facto signa 12 3456 
in 345612 Tel 561234 mutando linearum III Y utramque a lineis 

(I) (in) (Y) secari ostenditur« Eademque ratione laterum II lY YI et 

(II) (lY) (YI) altera cum alteris concurrere demonstratur« Si igitur, 
quae de lateribus bexagonum A et B enuntiata sunt , breriter complecti« 
mui'> cum laterum 1 III Y (II) (lY) (YI) et (I) (III) (YI) II lY YI 
altera ab alteris secentur ea omnia in eadem bjperboUda sita esse dicere 
possumus* Onde respicientibus nobis ad theoremata anteoedentia hoo fluit 
theorema; 

Theorema 14. 

Si ex octo punctis intersectionis trium superfidemm secundi ordinis 
non eadem curva intersectionis gaudentium sex puncta certo quodam or-^ 
dini dispositft lineis junganturi ita ut bexagonum efficiaturi cujus latus quod« 
qoe piano per latus oppositum et septimum punctum ducto secetur, qua 
comtmotione sensu peripberiae pergendo certo ordini sex puncta obtinen^ 
tur, quae sex lineis deinceps jungantur, ita ut alterum bexagonum A eS^ 
fieiatuT) si porro prioris bexagoni latus quodque piano per latus oppositum 
et octavum punctum ducto secetur^ quae puncta intersectionis lineis dein« 
eep« jungendo eodem modo tertium bexagonum B nanciscamur ; utnimque 
bexagonum A, B ia eadem byperboUda situm est, 

Hexagona ^ A, B Ua inter se oomparata sunt^ ut si eorum binh 
data'sint^ tertium facile reperiatur. Quod sine magno negotio patet» si 
bexagooa A^ B data sunt» Linea enim^ quae jungit laterum I II et 
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(I) (II) punott iDteneotionis , latus 12 hexagODi U erit. Si rero bera« 
gono l/> A data sunt videamus quomodo hexagMium B inveoiatur« Hujus 
hexagooi latus ( I ) cum situm sit io piano per I et 1 duoto et a linets III 
et y seceturi ea linen erit| quae punota jungit| in quibus lineae III et V 
pliino per I et 1 duoto ooourrunt« Sic porro invenimus secundum 
latus (II) si punota jungimiiSi in quibus latera lY et VI piano per II et 2 
duoto ooourrunt eto» Sed notam furat cum hexagona J? et ^ septem 
punotis 123 ••••7 datis determinata sint hexagonum B borum puuctorum 
ope oonstruere nos doouisse» Quo hexagono B datorum septem puncto- 
Tum ope invento interseotio trium planorumi quorum quodque per kina la- 
tera opposita ipsius B transit^ octayum punctum x determinabit. 
Regiom. 25 Jan. 1840* 
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21. 

Ein früherer Brief Lagraoge^s an Laplace. 



Torwort» 

JJieser merkwürdige Brief ist mir während meines letzten Aufenthalts in 
Paris Ton der Terwittweten Marquise de Laplace, die das Andenken ihres 
Gatten auf eine edle Weise selbst durch wissenschafth'che Stiftungen zu 
feiern weiDs^ mitgetheilt worden« Laplace hatte kurz vor seinem Tode 
die Briefe^ die er von hagrenge empfangen^ sorgfaltig geordnet und selbst 
abgesehrieben« Die Thatsache, dais es der Berliner Akademie fast ge- 
glückt wäre^ beide groben Männer in ihrem Schoolse zu vereinigen , ist 
von grofsem historischen Interesse und bisher^ so viel ich weiCs^ ganz un- 
bekannt» Sie war mir um so auffallender^ als Laplace, in dem vieljähri- 
gen ^ so nahen Umgänge^ dessen er mich würdigte^ dieses Umstandes sei« 
nes frühem Lebens nie in Gesprächen erwähnt hatte. 
Berlin im October 1830. 

AI. V. HumboldL 



A Berlin le 15 Mars 1773» 
Monsieur« 
J'ai re9u votre Memoire manuscrit sur Tintegration des equations etc«^ 
et je Tai präsente ä notre Acaddmie qui m'a d'abord charg^ de vous faire 
ses remercimens« Comme ce n'est point l'usage cbez nous de faire exa- 
miner par des commissaires les ouvrages et les pieces present^es^ et en« 
core moins d'en d^livrer aux auteurs des rapports authentiques , comme 
cela se pratique h TAcademie des scienccs de Paris^ je ne puis vous satis- 
faire a cet ^gard; mais il me semble que vous /i'y devez avoir auoun 
regret{ les personnes de votre m^rite n'ont pas besoin de se faire valoir 
pas ces sortes de moyens ; d'ailleurs le suffrage de Mr. JtAlemhert ne doit 
vous rien laisser h d^sirer^ et je suis tres persuad^ que TAcad^mie des 
Sciences ne manquera pas de vous rendre la justice qui vous est due a 
moins que des raisons ^trangSres ne Ten empechent^ auquel cas je ne vois 
pas de quelle influcnce pourroit Stre Tapprobation de Acad^mic de Berlin« 
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!• suli obartn^ de Toir par votre lettre que voi» oomenriez ie 
doHeln de ventr fei; je soubaite de toat mon ooeor que voos puiitieK 
l'es^euter, et je serds trdi-flatt^ de poavoir y oontribuer en quelqae ohose; 
mais ayant de nouveau r^fleohi sur oette affairei je suis de plus en plus 
oonralncu que le meilleuri et peut dtre Ie seul moyen de la faire r^ussir, 
est eelul que j'ai oooseill^ A Mr, ffAlembert. Le Roi Tient d'assigner une 
peoilon de 500 dous sur la oaisse do rAoad^raie k un Mr. PUaü qui est 
autour d*un ou?rage Italien lntitul<3 y, Della Reforma dltalia»" mais il ne Va 
point mts de rAoad^mie; ensorte qu'elle doit regarder cela comme une 
parte} o*est pourquoi en faisant votre aoquisition eile aura doublement ä 
se feiioit<!r« Oe mon oot^ je serai enchant^ de pouvoir lier aveo Tons une 
oonnaissanoe plus intime ^ et Totre amiti^ sera poor moi un avantage au« 
quel je serai toujours iiiGuiment sensible. 



Je n*ai pas eu encore le loisir de fire votre Memoire d'un bout a 
Tautrei mais oe que fen ai lu suffit pour me donner la plus haute id^e 
de TOS talents« Totre tb^rie de Tint^gration des ^quations lin^ires ä 
dilTi^renoea finiea est tr^-belloi et ne laisse ce me semble rien a d^sirer; 
je ne sab pas si rous aurea lu oe que j'ai donnä autrefois sur oette ma» 
titVre dans le 1** Vol. des Mdlangea de Turin« Je n'ayais £ut alora qqe 
re(Heurer> et je me proposois toojours de Tapprofondir davantage^ mais 
Tous Tonea de T^iuiser et je sub obarm^ quo roos ayes si bien rempli 
Km enga(!enieiis que f arois contraot^ ä oette oeoasion aveo les geometres. 
J'ai vu surtoiit areo beanooup de plaisir rapplieation heureose qoe Tooa 
OTea Mto lil cea sortea d'^quations, de mon tbeoreme sur la maniere de 
tronfw los intil^^ralea completea 4 Taide des partienlieres. 9^mnt 
SfMea reeurfo^recurfOttlea A deux ou ptusieurs indioea variablesy e*eat 
matit^ tonte mqto qne toos aurei rbonnenr d'aToar defioob^ le premier» 
OpenJant ü nM semble que ?ons ne rares pas cnTisage avne tonte In 
Ufafa Ji l J^ dont ette est msoeptible; car lea eqoatioM de ce 
paff sei Km ^qyrtiona A dHfimncM finiea^ ce quo km fgnati ons i 
narliiMia aani namsi In ^cnsatiom dtfwenlielles ordmaireB» Si Ton n 
«MmpW l>^ q n ali o n >v « s ity,,^,^ . & elnnt msa rn ns fr i ir ; 1 

lim arbilMire^ d'cn ton Toil ^ne ponr iiT ao n d i a cea 
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portiouliere poor le cas de n sa 1 , qu'au oontraire oette ^uation pnrticu- 
liere emp^he qu'on ne parvienne ä la Solution g4a6tele. 

Gemme ootre Aoademie ne peut faire auoun usage de votre M^» 
moire poifiqu'eUe ne fait point imprimer leg M^moires pr^ntös^ je voos le 
renverrai par In premiere oooasion que je pourrai trouver; Mr. d^Alembert 
pourra faaflameut rous procurer on llbraire qui se oharge de rimprimer 
avec las antres dont vons me parlex, et dont d'avance j'ai ane gmnde iä4e. 

A r^gard de ma tb^orie de Jupiter et de Saturne^ comme ce n'est 
qu'un essai) il se peut que les ^quations s^laires que f en ai deduiies ne 
soient pas assez exactes faute de n'avoir pas pousse rapproximation asses 
loin ; c'est aussi une des matieres que je me proposois de disouter de neu« 
Teau lorsque je serois debarass^ de quelques autres travaux« Je me f^li« 
citerai d'avoir 6U prevenu par tous si tos recherebes ne me laissent plus 
rien h faire sur ce sujet« 

II est vrai que les equations s^laires doiyent etre tnd^pendantes 
de la Position du plan de projection^ oomme le sont les mouvemens mojens^ 
mais cela ne doit proprement avoir lieU| ce me sembloi que pour les ^qua** 
tions s^oulaires irraies qui augmentent toujours avec le temps^ et non pour 
Celles qui ne sont qu'apparentes^ et qui dependent des sinus et dea cosinus 
d'angles: or celles que j'ai trouv^es par ma tb^orie sont de cette der« 
nidre espeee« 

J'ai tbonneur d'etre avec la plus parfaite consid^ration 

Oionsieor * 

votre tres humbre et tres obeisssnt 8«mteur 

De Layrange. 

Je remets a Monsieur le Baron de Hwnboldt, une copie de la lettre 
qui ouvre une correspondance entre Mr. de hagrange^ et Mr. de haplacey 
depuis 1773 jusqu'ä 1784 dont le manuscrit est iScrit de la main de 
Mr. de hofloce. Arcueil ce 22 Octobre 1838« 

Mar^uiee de Laplace. 
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22. 

Becension der „Untersuchungen über die Eigenschaf- 
ten der positiven ternären quadratischen Formen von 

Ludwig August See b er, Dr. der PWlosophic, ordenU. Professor 
. an der Uiiiversität in Freiburg. 1831. 248 S. in 4." 

(Mit Oenelunigung des Herrn Verfassers ans den Göttingisohen gelehrten Anzeigen 

vom Jahre 1831, lOStes Stack, abgedruckt.) 



MJie Functionen zweier unbestimmten Gröfsen x und y von der Gestalt 
axx^2bxy'^]cyy'^ wo a^ b, c bestimmte ganze Zahlen vorstelleni bil- 
den bekanntlich unter dem Namen der quadratischen Formen, oder^ wo 
eine weitere Unterscheidung orforderlich wird, der binären quadratischen 
Formen^ einen der interessantesten und reichhaltigsten Gegenstande der 
hühern Arithmetik. Die dabei zunächst vorkommenden Aufgaben: zu ent» 
scheiden^ ob eine solche gegebene.Form eine andere a' x' x* '\-1V x'y' -^^ c'y' y' 
unter sich begreift, d» i. durch eine Substitution jpssajc'+ßy^ y^V^^'+^y^ 
iu welcher (t, ß, y, S ganze Zahlen sind, in dieselbe verwandelt werden 
kann; ob eine solche Relation zweier Formen eine gegenseitige ist, wo 
die Formen äquivalent heifiien ; ferner in beiden Fallen alle möglichen Utn« 
formungen der einen in die andere anzugeben ; endlich alle möglichen Dar- 
stellungen einer gegebenen ganzen Zahl durch eine gegebene Form ver- 
möge ganzer Werthe der unbestimmten Gröfsen aufzufinden — diese Auf- 
gaben sind in den Disquisitiones Arithmeticae vollständig aufgelöset, machen 
aber von dem die quadratischen Formen betreffenden Abschnitte dieses 
Werks nur den bei weiten kleineren Theil aus. Die darauf folgenden fei- 
neren Untersuchungen erforderten zum Theil eine vorläufige Bearbeitung 
eines um eine Stufe höheren und viel gröfsere Schwierigkeiten darbieten- 
den Feldes, nemlich der Lehre von ähnlichen Functionen dreier unbe- 
stimmter Gröfsen j::, y^ z, welche also die Gestalt haben axX'{-byy'\-cs!Z 
+ 2u'yz + 2b'xz+2c'xy, und ternäre quadratische Formen heilsen. 



22. Recension e. Schrift v» Hm. Prof. Dr. Seeber üb. At ttrnaren quadrat. Formtn^ 313 

Die Auflösung der diese iernaren Formen betreflPenden Haupt -Aufgaben 
ist in dem erwähnten Werke entwickelt^ jedoch nur so weit^ als zu dem 
angezeigten Zwecke nothwendig war« Nach einem Zwischenraum yon 
dreißig Jahren hat nun der Verfasser des vorUegenden Werks zuerst diese 
Untersuchungen wieder aufgenommen und in Beziehung auf die eine Haupt« 
gattung der ternSren Formeni nemlioh die positiveui dasjenige was in den 
DisgUisitiones Arithmeticae unvollendet gelassen war, zur Vollständigkeit 
gebracht« Für Diejenigen^ welche aus der höheren Arithmetik ein tieferes 
Studium gemacht haben^ würden wir dasjenige^ was in dem vorliegenden 
Werke Neues geleistet ist^ mit wenigen Worten bezeichnen können ; aHein^ 
um auch Andern verständlich zu sein^ müssen wir uns etwas mehr Aus« 
(obrlichkeit verstatten ^ und wir thon dies um so lieber, da diese Unter- 
suchungen auch au&erhalb des Gebietes der höheren Arithmetik ein eigen« 
thümliches Interesse haben« 

Die Eigenschaften einer binären Form axX'{-2hxy'\-cyy hängen 
vornehmlich von der Zahl bh — ac ab, welche daher der Determinant 
jener Form heilst« Zwei äquivalente Formen haben allemal gleiche De« 
terminanten. Allein nicht alle Formen^ die einen gegebenen Determinan- 
ten haben, sind darum schon äquivalent: vielmehr zerfallen solche For« 
men in eine kleinere oder gröfsere, aber stets endliche, Anzahl von Clas« 
sen, so dals' die zu einerlei Classe gehörigen unter sich äquivalent , die zu 
verschiedenen Classen gehörenden hingegen nicht äquivalent sind« Durch 
Formen, deren Determinant positiv ist, lassen sich ohne Unterschied po^ 
sitive und negative Zahlen darstellen; hingegen durch Formen mit nega« 
tivem Determinanten sind nur solche Zahlen darstellbar, welche mit a und 
c einerlei Zeichen haben, daher hier positive und negative Formen unter« 
schieden werden« Die einfachsten Formen in jeder Classe haben bestimmte 
Kriterien, heilsen reducirte Formen, und können als Repräsentanten der 
ganzen Classe betrachtet werden • 

Achnliche* Verhältnisse in Beziehung auf die ternären Formen sind 
in den Disquisitiones Arithmeticae nachgewiesen. Determinant der ter- 
nären Form axx+hyy + czz + 2a'yz^2Vxz + 2&xy heilst die Zahl 
aafa'^hh'h''\^c&& — ahc — 2a'h'c'. Auch hier ist zur Aequivalenz 
zweier Formen die Gleichheit der Determinanten erforderlich, aber nicht 
zureichend, sondern sämmtliche Formen mit einem bestimmten Determi« 
nanten zerfallen in eine endliche Anzahl von Classen, in deren jeder die 
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cinfaebsten Formen reduoirte heifsen können und alle fibrigen gleicbsam 
repräsentiren. Mit dem Untemohiede zwischen positiven vaxA negativen 
Formen yerfaSlt es sich aber hier anders, als bei den binSren Formen* 
Far jeden gegebenen Determinanten , er sei positiv oder negativ, giebt es 
theils Formen, duroh welche ohne Unterschied positive und negative Zah- 
len darstellbar dnd (indiflPerente Formen), theils solche Formen, durch 
die entweder nur positive oder nur negative Zahlen sich darstellen lassen 
(positive oder negative Formen); allein positive Formen giebt es nur für 
negative Determinanten, und negative nur (uv positive« Uebrigens ist es 
von selbst klar, daüs die QualiScation einer Form, insofern sie indifferent, 
|)Ositiv oder negativ ist, zugleich der ganzen Glasse, zu welcher sie gehört^ 
zukommt. Das vorliegende Werk beschrSnkt sich auf die positiven Poro- 
men, deren Determinanten also negativ sein müssen: offenbar findet aber 
alles, was von diesen gilt, von selbst seine Uebertragung auf die negati» 
ven Formen, wahrend die in dem Werke ganz ausgeschlossenen indifTe- 
renten Formen eine ganz abweichende Behandlung erfordern« 

In den Disgmsiliones ArUAmeticae war, wie schon erwähnt ist, die 
Theorie der ternaren Formen nur so weit entwickelt, als fSr den dorti- 
gen Zweck nöthig war, und daher die Aufgabe, die AequiTalenz zweier 
gegebenen ternaren Formen zu entscheiden, noch nicht in vollstäddiger 
Allgemeinheit aufgelöset. Zwar war daselbst gezeigt, wie man zu jeder 
vorgegebenen Form eine äquivalente der einfachsten Art finden, und daCs 
es solcher redudrten Formen für jeden gegebenen Determinanten nur eine 
endliche Anzahl geben könne; allein da es in jeder Ciasse mehrere sol- 
cher reducirten Formen giebt, die sich niobt in allen Fällen soff lach als 
äquivalent ergeben, so fehlte noch ein Kriterium, woran man die Aeqni- 
valenz oder Nicht -Aequi?alenz solcher Formen mit Gewüsheit erkennen 
kann« Dieses Bediirfoifs hat nun der Verfasser des vorliegenden Werjks 
in Beziehung auf die positiven Formen vollständig und mit musterhafter 
Gründlichkeit gehoben. Sein Verfohren ist übrigens et^v^as anders einge- 
kleidet, als wir die Sache so eben ausgesprochen haben, und wie sie sich 
verhalten moiste, wenn man in den Begriff der reducirten positiven For-> 
man nur die wesentlichsten Bedingungen der gröisten Einfachheit aufnimmt, 
welche in dem Fall der positiven Formen die sind, dais die (ihrer N^atur 
nach positiven) Zahlen a, b, c nicht kleiner sein dürfen, als respective b^ 
oderc', a^ oder c% a* oder 6' ohne Raof>^sicht auf die Zeichen« Uerr Steber 
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. hat nemlich dem Begriffe der reducirten Formen noch solche Modifioatio» 
nen hinzugesetzt ^ da& es in jeder Classe immer nur Eine der Art geben 
kann^ Eine aber geben muls« Wegen eines schonen ^ yon Herrn Seeher 
durch Indaction gefundenen^ vreiter unten noch zu erwähnenden Theorems 
führen wir hier die Hauptbedingungen^ welche Herr 8* in den Begriff der 
reductrten Foi^men aufgenommen hat^ an: diese sind I) dafis unter den 
Zahlen a', V, c' nicht zwei von entgegengesetzten Zeichen sdn dürfen; 
2) dab ohne Rücksicht auf das Zeichen 2V und 2q' nicht gröfser ab 
a sein diirfen^ ferner a und 2 a' nicht grölser als h, und b nicht gröfser 
als Cf 3) dais in dem Falle^ wo a*, h', & zugleich negativ sind, die dop- 
pelte Summe dieser Zahlen nicht grolser als a-^^h sein darf« Die Sbri-* 
gen noch for einige specieUe Falle hinzukommenden Modificationen kön- 
nen wir hier übergehen« 

Den Hauptinhalt des Werkes macht nun zuerst die Auflosung der 
Aufgabe aus^ zu jeder gegebenen positiven Form eine äquivalente zu finden^ 
die nach der festgesetzten Defioition den Charakter einer reducirten hat^ 
und dann der strenge Beweis des Lehrsatzes , dafs zwei nicht identische 
reducirte Formen nicht äquivalent sein können ^ oder^ was dasselbe ist, 
dafs es in jeder Classe nur eine reducirte Form giebt« Dem Geiste der 
Gründlichkeit, womit diese Gegenstände drrcbgefubrt sind, müssen wir 
volle Gerechtigkeit widerfahren lassen, und wenn wir es dabei bedauern 
müssen, dals damit eine sehr grofse und vielleicht Manchen abschreckende 
Weitläuftigkeit verbunden gewesen ist, da die Auflösung des Problems 
41 Seiten und der Beweis des Theorems 91 Seiten einnimmt, so wollen 
wir dies doch keinesweges als einen Tadel angesehen wissen« Wenn ein 
schwieriges Problem oder Theorem aufzulösen oder zu beweisen vorliegt, 
so ist allezeit der erste und mit gebührendem Danke zu erkennende Schritt, 
dals überhaupt eine Auflösung oder ein Beweis gefunden werde, und die 
Frage, ob dies nicht auf eine leichtere . und einfachere Art hätte geschehen 
können, bleibt so lange eine mülsige, als die Möglichkeit nicht zugleich 
durch die Tbat entschieden wird« Wir halten es daher fdr unzeitig, hier 
bei dieser Frage zu verweilen« — Der übrige Theil des Werkes enthält 
noch hauptsächlich die mit gleicher Gründlichkeit durchgeführten Auflösungen 
der Aufgaben : zu entscheiden, ob eine gegebene Form eine andere gege- 
bene, ihr nicht äquivalente unter sich begreife; alle möglichen Transfer« 
mationen einer gegebenen Form in eine gegebene äquivalente oder nur 
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unter ihr begriffene zu finden; endlich für «inen gegebenen 
die möglieben Classen positiver ternärer Formen anzugeben« 

Wir miiBsen noeh bemerken^ dafs Herr Seeher die Gestalt der ter-* 
nUren Formen etwas anders gefa(st hat^ als in den Disquisitiones Arith" 
meticae geschehen war, wo, mit Vorbedacht, die Coeffioienten der Pro« 
ducte yZf xs, xy als gerade Zahlen vorausgesetzt waren, wogegen Hr. S. 
auch ungerade zuHi£»t, und daher mit a', h\ c' bezeichnet, was oben mit 
'la', 2h', 2c' bezeichnet war. Offenbar ist die grofsere Allgemeinheit, 
welche dadurch erreicht wird, nur scheinbar, od^ doch BberflSssig , da 
alles, was von solchen Formen mit ungeraden Coeffioienten gesagt werden 
kann, sich auch von selbst ergiebt, wenn man anstatt derselben ihr Dorv- 
peltes in Betracht zieht: wir können daher diese Abänderung, wodurch 
überdies einiger Terlust an Einfachheit entsteht, nicht billigen. Eine Folge 
davon ist gewesen, dafs das, was Herr Seeher Determinant nennt, allemal 
das Vierfache von der Zahl ist, welche in den Diequisitiones Arttkmelicae 
diesen Namen führt. In gegenwartiger Anzeige haben wir die Termine* 
logie der Disquisiliones Ärilhmeticae beibehalten. 

Bei dem zuletzt erwähnten Problem (zu jedem gegebenen Deter- 
minanten alle möglichen reducirten Formen anzugeben) hat Herr Seeher^ 
um Grenzen für die drei ersten Coefficienten zu haben, ein Theorem be- 
nutzt, vermöge dessen das Product derselben ahc nicht gröfscr sein kanp, 
als der dreifache Determinant. Dieses Theorem ist von Hrn. Seeher strenge 
bewiesen; allein in der Vorrede bemerkt er, dals er unter mehr als 600 
von ihm untersuchten Fällen nicht einen einzigen gefunden habe, wo jenes 
Product das Doppelte des Determinanten überschritten hatte, und hält es 
daher für höchst wahrscheinlich, dafs diese engere Begrenzung allgemein 
gültig sei; es sei ihm jedoch nicht gelungen, einen strengen Beweis dafür 
zu finden. Da dieses auf dem Wege der Induction von Herrn Seeher ge« 
fundene Theorem sowohl an sich merkwürdig, als Cur die Abkürzung der 
Auflösung der erwähnten Aufgabe wichtig ist, so wollen wir hier, um 
auch unsererseits m dieser Anzeige einen Beitrag zur Vervollkommnung 
dieser Theorie zu geben, einen sehr einfachen Beweis beifügen. Es müs- 
sen dabei zwei Eälle unterschieden werden. 

/. Wenn von den Zahlen a', h', & keine negativ ist, so setze man 
h — 2a' = d, c—Zh' = e, a^%& = f, 
c~2a' s= y, a— 24' = h, b^Zc' = i. 
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WO aus der Definition der reduoirtMi positiven Formen sogleich folgt, 
daTs wenn 

eine solohe ist, keine jener sechs Zahlen negativ ist, so wie uch von selbst 
versteht, dals a, b, e positiv sind. Bezeichnet man nun den (negativen) 
Determinanten der Form durch — D, wo hat man, wie man sich durch 
die Entwi^ikelung leicht überzeugt die identische Gleichung 

iD^abc CS aa'd+bVe'\'C&f'\-a'hi^b'jfi+c*^h+ghi, 
in welcher keines der sieben Glieder zur Rechten negativ sein kann, und 
folglich abc nicht gröilser als 2D. Dasselbe folgt auf ^eidie Weise aus 
der identttchen Gleichung 

2D—abe zsza4^g^bb'h^e&i+afef+Vif+&de'\^4€f. 

IL Wenn' keine der Zahlen af, V, c* positiv ist, setze man 
b-^2af c= d, c+26' ^ e, a^2e' » /, 
€+2af = (f, 11+2*' =: h, b^20f = i, 

«+ü+2a' + 2*'+2ü' = /, 
ii + S + 2a'+2*'+2c' = m, 

und den Determinaoiten der Form wie vorhin s=s — D. yfBfff/iigfi der De- 
finition der reducirten positiven Formen ^ird keine der neun Zahlen 
^ ^ß fß St9 ^ h ^ß h mn^tiv sem können, und so ergiebt sich aus der 
identischen Gleichung 

%D^Zabe « — iia'(i + 2A:) — W(^+2/) 

— üc'(/^+2m) 

in welcher, weil a\ b% c' jaicht positiv, sondern negativ oder Null sind, alle 
Glieder zur Rechten p.9|fl^ oder Null werden, dab Zabc nieht groiser als 
6/7^ oder ab^ gp^t groiser als 2D sein kann« Dasselbe folgt eben so aus 
der identischen Gleichuqg 

61>~3a*ü5xy^Äa'(y+2Ä)^*y(Ä+20 

— cc'(t+2iii) 
^ofef-^b'df-^e'de + ldef^ffhi. 

Beide Gleichungen sind symmetrisch* Tendchtet man auf völlige Sym- 
metrie, so ist der Beweis mit einer nodi geringem Anzahl von Gliedern 

Crelle'ft Journal «l. BL Bd.XX. Ha.4 41 



318 22. Rtcension €. Schrift von Hrn. Prof. Dr. Setber üb. di€ teniären quadraU Formen. 

ZU fähren^ z. B. duroh die identische Gleiohung 

Wir wollen nun noch Einiges Bber die Bedeutung der positiyen bi- 
nären und temSren quadratischen Formen auber dem Gebiete der höhe- 
ren Arithmetik hinzusetzen: yon den negativen besonders zu handebi ist 
unnöthig, und die indifiPerenten entziehen sich dieser Behandlung ganz« 

Die positive binSre Vorm axx'\-2ha:jf + cyy stellt allgemein das 
Quadrat der Entfernung zweier unbestimmten Punote in einer Ebene vor, 
deren Coördinaten in Beziehung auf zwei unter einem Wiukel, dessen Co- 
sinus as -j— ist^ gegen einander geneigte Axen um x ^a, y ^c verschieden 



sind» Insofern x und y also nur ganze Zahlen bedeuten sollen^ bezieht 
die Form auf ein System parallelogrammatisch geordneter Poncte, die in 
den Durchschnitten zweier Systeme von Paraliellinien liegen« Die Linien 
jedes Systems sind in gleichen Entfernungen von einander , und zwar sind 
die des einen ^ wenn sie parallel mit den Linien des zweiten gemessen 
werden^ s= /"a; die Entfernung des andern ^ parallel mit den Linien des 
ersten gemessen ^ s=s y^c : die Neigung beider Systeme gegen einander die 
oben angegebene« Auf diese Weise erscheint die Ebene in lauter gleiche 
Parallelogramme getheilt, deren Endpuncte das Pdnctensystem ausmachen, 
ohne dafs irgend einer der Puncte innerhalb eines Parallelogramms fallen 
kann. Der Determinant mit positivem Zeichen genommen, also ac — hhy 
bedeutet das Quadrat des Flächeninhalts eines Elementar -Parallelogramms« 
Ein und dasselbe, System solcher Puncte kann auf unendlich viele ver- 
schiedene Arten parallelogrammatisch abgetheilt und also auf eben so viele 
verschiedene Formen zuriickgenihrt werden : alle diese verschiedenen For- 
men sind aber, was in der Kunstsprache äquivalent heilst, und der Inhalt 
eines Elementar -Parallelogramms bleibt allemal derselbe« Zwei Formen, 
die nicht äquivalent sind, von denen aber die eine die andere unter sich 
begreift I beziehen sich auf dasselbe System von Puncten, aber die erstere 
Form auf das ganze System, die zweite auf einen Theil« Zwei Formen, die, 
nach der Kunstsprache, uneigentlich äquivalent (mproprie aeguivalentes) 
heilsen, bezieben sich auf zwei gleiche aber verkehrt liegende Systeme 
von Puncten, indem man sieb die E^ene umgekehrt gelegt denkt u« a« w« 
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Auf gleiche Weise bedeutet allgemeiD die positiye ternSre Form 
axX'\-hyy'\-czz^2afyZ'\'2h'xZ'\-2c'xy das Quadrat der £ntfei*nuiig 
zweier uubestimmteii Ponote im Räume ^ deren Cöordinaten in Bedebung 
auf drei Axen (1)| (2)^ (3) die Unterschiede x^a^ y/^h^ zyfc geben: 
die Cosinus der Winkel zwischen den Axen (2) und (3), (1) tmd (3), (1) 

g»l "ht ß' 

und (2) sind hier resp. -y^j YTo^ V^* Insofern hier x^ y, z blois 

ganze Zahlen bedeuten sollen ^ bezieht sich die Form auf ein System 
parallelopipcdisch geordneter^ d» i. durch die Durchschnitte dreier Systeme 
paralleler üquidistanter Ebenen sich ergebender Puncte. Der ganze Raum 
erscheint so in lauter gleiche Parallelopipeden getheilt^ deren Endpuncte 
jenes System von Puncten ausmaoheui und das Quadrat des Raum -Inhalts 
eines Elementar -Parallelopipedum ist dem mit positivem Zeichen genomme- 
nen Determinanten der ternären Form gleich« Aequivalente Formen re« 
präsentiren ein und dasselbe System von Puncten, nur auf andere Axen 
oder Fundamental- Ebenen bezogen» Auf gleiche Weise finden alle andern 
^auptmomente der Theorie der ternären Formen hier ihre geometrische 
Bedeutung, das Enthaltensein einer Form unter einer andern, die Darstel- 
lung einer bestimten Zahl oder einer unbestimmten binären Form durch 
eine ternSre, die Lehre von den zugeordneten ternären Formen (^formae 
adfunciae)y das Wegfallen der Unterscheidung zwischen eigentlicher und 
uneigentlicher Aequivalenz, das Wesen der reducirten Formen u« s. w« 
Wir müssen uns aber auf obige Andeutungen beschränken, zumal da das 
vorliegende Werk, welches die ternären Formen lediglich aus rein arith- 
metischem Gesichtspuncte betrachtet, nur mittelbarer Weise Veranlassung 
dazu gegeben hat. Man wird wenigstens daraus erkennen, welch ein rei- 
ches Feld hier den Untersuchungen geöffnet ist, die nicht blols für sich 
ein hohes theoretisches Interesse haben , sondern auch zu einer eben so 
bequemen als allgemeinen Behandlung aller Relationen unter den Krystall- 
formen benutzt werden können. In das Detail dieser Benutzung einzu* 
gehen, ist hier der Ort nicht: wir dürfen jedoch die Bemerkung nicht 
übergehen, dafs wenn gleich ursprünglich angenommen ist, dafs a, b, c, 
o'ß ^'} ^' ganze 2«ahlen vorstellen, doch der gröüste Theil der Lehre von 
den ternären Formen, und namentlich dasjenige, was für jene Benutzung 
erforderlich ist, auch unabhängig von jener Voraussetzung gültig bleibt. 
In der That führen zwar Uauy's Angaben bei den meisten Krystaligat- 

41* 
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timgen auf tebr dufiche ganase Wertbe der CoeffidenteD io den tarnlUPeii 
Formaa^ welohe sich auf die jenen entopreohende Anordnung des Poncten« 
Bjsteint besielien ; allein die genaueren s^*tern Messungen von WolUubm^ 
Mähi$, Biot, Kupfer u# a« stehen damit im Widerspruche, und mä^eu 
es zweifdhafti ob rationale YerfaSltnisse' jener CoefiGoienten . überall nafür- 
gemSfs sind; jedenfslb aber lassen sioh| wenn man nicht in der ThMtie 
die Beschränkung auf ganze Werthe der CoelBoienten wMassen will, da 
es dabei niclii auf absolute Werthe, sondern nur auf ihr TerhfiltnÜs unter 
einander ankommt, alleseit ganze Zahlmi finden, die den Messitogsresultaten 
■0 nahe kommen, ab man nur will. 

Sohlielslich wollen wir noch dem oben angefahrten Seebendkea 
Lehrsatze seine geometriMhe Bedeutung unterlegen. Wenn ein Parallelo« 
pipedum so beschaffen ist, dab k^ne seiner zwölf Kanten (unter denen 
je Tier einander gleich sind) grolser bt, >feder als eine der zwölf Dbgo« 
nalen Ton SeitenflSchen (die paarweise gleich sind), nodi als dne der vier 
Diagonalen des Parallelopipedum : so ist der mit /*2 multiplicirte Raum- 
Inhalt desselben nicht kleiner, ab der Raum« lohalt dnes aus denselben 
Kanten gebildeten recht winkliditen Fara11elopipedum# 
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2a 

8ur la valeur d^une serie finie. 

(Pur Mr. Sttm h Göttiogne.) 



AJans les Comptes Bendus des seänces de Vaead. des sc. ^) Mr. Caucl^ 
% doDD^ la d^monstration d'un th^oreme d'analyse fort ourieux« Cette 
demoDStration iii*a fait trouver un autre th^reme, qui me semble etre 
assex remarquable pour le publier m^ Oa peut F^ooncer oomme suit« 

ttt i9 la aomine de la s^rie 

I 11-^3 p (n— 4)(n— 5) (it— 5)(w— 6)(a~7) 



2.3 2.3.4 



. • • » 



• • » . 



. Alorsi n iiwt un 



doQit le ierme g^n^ral est & 
Dombre entier, on aiira 

3 

1) Sfss— isinestun nombre impair divisiMe par 3; 

2) i9 &=s Oy si n est un nombre impair non divisible parS ; 



3) fi? 

4) ^ 



9 81 n est un nombre pair divisible par 3; 

2 

— 9 si n est un nombre pair nqn diyisible par 3« 



DemonsUraHon. On a 

A. (a:+y) 
II-3 



» — jp»* 



(nr^Xn^b) ,^ ^^, f^ _^ v^7 



•••• I • 



1 



Bfainlenant si Ton d^goe par t^ a^ o' les trois raeines de l'^quation 

et quVm suppose 

le seoood membr« de l'^uatioo (^.) se transformera en . 



•) 1889, 2* lem. I1..12. 
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oa Ihod» en vertu de T^quation 

B, n(l+B)y»[l— -2-+ 23^ -2737} J 

SS n(— a')"y''S'. 
La meme sapposition r^uit le premier membre de l'^quation (A,) ä 

C, = [(1 + a)»— t— a"]y" = [-^ l — «» + (— a')"] /*. 
Dono, si n est un nombre impair diTisible par 3, on a 

C =s — 3y» s= ni—ayy'S == — n/Ä 
et 

5 = 1. 

n 

Si n est un nombre impair non divisible par 3^ on a 

C = 0, 
d'ou Ton tire 

Ä = a 

Maintenant seit n an nombre pair. AlorS) si oe nombre est . divisible par. 
S, on a (— «yssl et 

C SS — y" =: »^'"/S 
ou bien 

Bfais si le nombre n n'est pas dimible par 3, la valear de l'expression (C) 
est SS 2 ft% h oause de l'^qaation 

1 H- a" + a'» s= a 

Alors on a 

2a-"y» SS na^y'S 
et 

n 

Le 29 Ootobre 1839. 



24. Minding, über die kürzesten Linien avf knnnmen Flächen. 323 



24. 

Beitrage zur Theorie der kürzesten Linien anf 

krummen Flächen. 

(Von Herrn Dr. Ferd. Minding la Berlio.) 



Alw der Formel (Br das Linear - Element, namlioh ds^ = Eäp^ + 2 Fäpäq 
-^-Gdq^ ergiebt sich für die kSrzeste Linie auf einer krummen FlSche 
folgende Differential «Gleichung zweiter Ordnung zwischen p und q, nämlich* 

Diese allgemeine Gleichung soll hier zunächst angewendet werden auf die 
abwickelbaren Flachen , im gewöhnlichen Sinne dieses Ausdruckes« Es 
seien u, v, w die Goordinaten, <P der Bogen der Knotenlinie einer soloheo 
Fläche, sSmmtlich Functionen einer Veränderlichen p, so lassen sich mit 
Hülfe der zweiten Veränderlichen q die Coordinaten der Fläche ausdräoken 
wie folgt: 

■ du I dv . dw 

Man Mtze 

{"1^)'+ {"10'+ {"i^y = "p' 

und bemerke, daCs dü^-^dv^-^r^^^^ ^^^ ist; so folgt für das Linear-* 

Element die Formel 

ds^ = V^ifP^ + Cdq + J(P)% 

oder 2. ds' = (Q-^PfdP'+dQ', 

wenn man eine neue Veränderliche Q einfuhrt, nSmUch: 

Schreibt man in (L) P anstatt p, Q anstatt q, und setzt E^iQ-^Pf, 
J7*s=0, Crsssl, noch bemerkend, dafs P nur Ton P abhängt, so erhält 
man folgende Differential- Gleichung der kürzesten Linie: 

3. «?-<P)|^-2C^)'+|f.f§-((?-«»' = a 

Von dieser erhält man, am leichtesten durch eine geometrische Betrachtung, 

folgendes Integral: 

4. (0— (p) cos (P—a) +/rf<p.cos(P— fl) = *. 
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» 

a und k sind wülkSrliche Consianleiu Der Bogen {c) det karzesten Lbie 
wird ausgedruckt wie folgt: 

(T = q 8in(P— a) +fd(p . Mn(P— «) + Const ; 
wo wieder g fdr Q-^P gesetzt ist« 

Ftir die Curve vom kürzesten Umringe auf der abwickelbaren Fliiche 
gilt folgende DififerentiaUGleiohuQg: 

Zur Abkürzung sei 

m+P'dp.cosp — V, 11 + /^if^. sin ;> = V 

(m und n sind beliebige Constanten)« Alsdann ist das Integral von (S.) in 
folgender Gleichung enthalten: 

6. (y + ücosp + Vsinpy + (Uniap— VcoBp^ =: A\ 

Dm P und (f> blols von der VerandwUchen p abhängen und ^ # w^ ^"^ 



Functionen von p gegeben amd^ so ist durch vorstehende Formeln das 
Problem der kürzesten Linien, so wie der Curven kfinesten ümringes auf 
abwickelbaren Flächen , auf Quadraturen gebradit und mithin allge- 
mein gelöset« 



iw>«««i 



Dab auf jeder Fläche von unverfinderUohem positivem KrSmmungs- 
maabe zwischen den Seiten und 'Winkeln dnes aus kfirzesten Linien ge« 
bildeten Oreie<&8 die Formeln der sph&risdien Trigonometrie gelten^ folgt 
sogleich I wenn man sich erinnert 9 dals jede Fifiche dieser Art sidi auf 
eine Kugel abwickeln Ifibt« Ist das KrnmmungsmaaCs negativ, so gelten 
dieselben Formeln mit der Aenderung, dals die hjrperbolisdien Functionea 
der Sditen an die Stelle der trigonometrischen treten» Sind nSmKcb ih^ß ^ 
die Seiten des Dreied^esi A der Gegenwinkel von a> und k das unver- 
inderliohe Krnmmnngsmaals, gleidiviel ob positiv oder negativ^ so ht es 
nicht schwer^ die Richtigk^t folgender Gleidhung zu beweiMoi 
oosa/A s conb^k.oMC^k + üab/'k.mkC^k.OMA. 

Im 19ten Bande dieses Journals, Seite 379, findet man eineGruppe 
von FlSdien von unverSnderliohem n^ativem KTnmm^g^niifffiiA (k =: — 1) 
angegeben, deren linear* Element dasdbst in folgender Form darge- 
stellt wird: . « 
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If inunt man auf einer solchen Fläche einen beliebigen Punct A y dessen Ar« 
gumente v =:v', tsst^ seien^ und zieht aus A nach einem zweiten zu v und t 
gehörigen Puncto B eine kürzeste Linie auf der Flache ^ setzt die Länge 
ihres Bogens AB = er ^ den TYinkeli unter welchem sie in A die Cur ve 
von unveränderlichen v schneideti s=s 0; so gelten zwischen den Veränder- 
lichen V, i, (Tf 8 folgende Gleichungen ^ in welchen ^(a — A^) = 6 gesetzt 

isty nämlich: 

i feVcotg<?— 5> tang&(t-.<^) _ cosgV"(t;^»— &»).(i/+Sanflo.siiig\r(v^»-^&«)) 
J+t;'cotgö.taiig6(<— lO sin V^{i;'* — b^) + t/ Sang a 

V s= ®in(r.8ine./"(t^'^— ft^) + r'So«<r. 
Diese Formeln gelten ohne Ausnahme» die Grölse S^^a-^K^ mag positiv» 
Nullf oder negativ sein. Durch sie velrwandelt sich der obige Werth von 
ds^ in df^ = if^ + @in^.if0^i wie erforderlidi« Man kann sie auch 
leicht auf eine einfachere Gestalt bringen ; denn wenn z. B. a — .K^ negativ 

ist» so setze man : 

V = /:(Ä^— a) ©in q, /(**—«) t = p, 

vr = ir(Ä'— a) ein q', •"(**—«) i' = p', 

tangtij = ootgö-Siny^ JanQH = ^^ff 

wo die Hfilfsgröben w und u einen imaginären Theil haben können» der 
nachher wieder aus der {teohnung herausfällt» Dadurch gehen die Glei- 
chungen 7. in folgende über: 

5ang(p— ;>'+u>) = cos9.6c«y'. JangC^+u)» 
@iny.(5inii = ©in y'. ® in ((r + ti)» 
€o«flr.€oö(/i— /i'+u^) = €o«((r+ii)» 
von welchen die letzte aus den beiden ersten folgt. Ist a — A^s= 0» so kommt 
r(^— O = ©Ino'.eosö, v = t;^(€oöa'+@inp'sin6). 



Versteht man unter p und q die Argumente der Krümmungslinien 
auf ebem EllipsoYd» dessen Gleichung sei: ^+"^1+71 ^=^ 1> ^^ ^t 






a 

IBßeraus folgt 

ä^ = Hp-VKPäp'-Qdq'), 
wo geietst ist: 

1» = 



(«»-|))(6«-p)(c»-p)» »^ — (a»-.5)(ft»-?)(c*-^g)* 
CMIe's Jonnua d. M' Bd. XX. Hfl. 4. 42 
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Z« Abkö^H «. .od. 

Fär die kürzeste Lioie erhalt maa min folgende Bifferential-Gleiöfaung: 
8. (Kdp^dq)(Kdp''-dq') + (p'^q)dg(dKdp + 2Kd'p) = 0, 
wcqrin J'^sO gesetzt ist. Der Anblick dieser Gleichung Ifilst kaum eine 
so einfache Integration erwarten^ wie sie Herr Vrot. Jaeobi im lOtenBpnde 
Seite 300 mitgetheilt hat. Man kann dieses merkwürdige Integral auf fd« 
gende Weise aus (8.) herleiten: 

Multiplicirt man die Gleichung (8.) mit dp und bemerkt ^ dafs 

dp(dKdp + 2Kd'p):=:d(Kdp^)s:^d(;Kdp^—df) ist, so erhält man 

(Kdp—dq)(Kdp^ — dq^)dp + (P'^q)dqd(Kdpf^df) = 0. 

Diese Gleichung werde mit dq multiplicirt und folgende identische bemerkt: 

(Kdp^dp)dpdq = diKqdp^^pdf) — qd(Kdp^-'dq^)^ 

so findet map 

Q^dp^—dq^)4(Kqdp''^pdf) = (\qdp^-^pdq')d(Kdp^'^dq^), 

aus welcher sofort das Integral mit der willkürlichen Constante h heryor« 

geht, nämlich: 

Kqdp'-^pdf = h^Kdp'^df) 
oder 

o P*^P' — O'rfg* 

P'^h q — h 

Durch Addition der Gleichungen 

ids' = (p—q){Päp'--Qdq'), 

= {)r(q^h.P).dp^V^(p—A.Q).dqY 
ergiebt sich naek Auszidiung^der Wurzel für den Bogen der kSrzesten 

Linie: 

10. 2ds SS )r(p--h.P).dp — ^(q-'h.Q).dq. 

Denkt man sich a^>d^>c^, so liegt von den Argumenten p, q 
das eine immer zwischen o^ und 6', das andere zwischen b^ und c^; die 
CoDstante h in (0.) fiegt notinrendi^ zischen ;i und q. Es sei p>qj so 
bewegt sich, wenn A>i^ ist, in den Torstehenden Gleichungen p immer 
zwischen ä^ und kf hingegen q durchläuft alle Werthe von (^ bis c^. Für 
pssh wird in (9.) dp = 0, d. h. die Gurre berSfart die Krummungslinie, 
oder vielmehr die beiden Kriimmungslinien, fiir welche /i = A ist. F&r pts^ä^ 
wird gleichfalls dp^^O^ ühop iSr einen Augenblick unveränderlich; d.^ die 
Curve geht, indem rie den Hauptsohnitt, fnr welchen /f s= a^ ist, schneidet^ 
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Ton einer Krammungslioiei ia imendlioher NShe dieses Hauptschoittes ^ zu 
einer aoderea demselben Werthe von p entsprechendeo Sber. Aehnlioh 
verbfilt es sidi, wenn h zwischen 6^ und c^ liegt; alsdann berührt die 
Gurre abwechsekid die beiden zu ^ ss A gehörigen Hanptschnitte« Schreibt 
man in den vorstehenden Formein r^c^ {ur c^, so ergeben sich die Aus- 
drücke für kürzeste Linien auf dem einfadien Hyperboloid ^ m welchen p 
zwischen ä^ und b^p q zwischen — ^ und — oo liegen muls. Für A = 
giebt die Gleichung (0.) die geraden Linien auf dieser Flüche. Schreibt 
man noch — (* für h^^ so erhalt man die Ausdrücke für das zweitheiKge 
Hyperboloid« 

Um die Ausdrücke für das Faraboloid zu erhalten^ schreibe man in 
den Formeln für das Ellipso'jd z — e statt z, me statt ä^^ ne statt b\ pc, 
qCp ke statt p, q, h, und %eiM hierauf c =s oo^ so kommt 

«• ^ (yn-^)^-:-^ ^ ^ (n-p)(n--,) ^^ ^ ^ + y_«_„ 

m n — m ' n m— n ' r i t j 

Die Gleichungen fnr die korzeste Linie und die (we den Bogen derselben sind 

(p— in)(p— n)(p— A) («— m)(5— Ji)(j— *)» 

Die Ausdrücke für den Kegel und den Gjrlinder zweiten Grades sind in 
den oben allgemein für abwickelbare Flfidien gegebenen enthalten« Ich 
bemerke noch^ dals die dort angeführten Argumente P imd Q ebenfidls 
wieder den Krümmnngslinien entsprechen; nSmlich P den geraden 
der Flüche und Q dem anderen Systeme von Krmnmungslinien« 
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25. 

Auflösung der Aufgaben im IT^"" Bande 8. 389 

dieses Journals. 

(Voo Hnu Dr. Haedenkamp so Hamm.) 



Jtlerr Professor Gudermann hat im ITten Bande S. 389 dieses Journals 
die Gleichung und einige merkwSrdige Eigenschaften einer sphärischen 
Curve mitgetheilt , die er Circulare nennt« Ich will hier den von dieser 
Curve eingeschlossenen flädienraum und den Bogen derselben auf elliptische 
Integrale zurückfiihren« £s sei AB = 2|üi (^ig« 4« Taf» IIL)» der constante 
Peripheriewiakel ^=^2v, die Hypotenuse des in B rechtwinkligen Dreiecks 
ABM^ 2r, die CathetejB&= 2Q, die Ordinate GF^z und die Abscisse 
CFss r« Dann ist^ wie Herr Gudermann zeigte die Gleichung der Gurre; 

A . • i//co8 2y — cos2t\ 

tangö = sin« — cosisVl — jr — | ^l 

^ ^ Vcos 21^-1- cos 2 t/ 

und der Flächenraum CFGD oder 

JT — ^♦ot.aO« / * (x tang d)(x -- cotang 0)a^dx 

r — coiang-^yy (l-a?«)V^[(a?+«)(x+aO(^-/»)(*-/*')1' 
wo der Kürze wegen xsszmkZp a = tang jüi tang v^ a' = cotang vcotang/f; 
ß = tangy cotang |ca, ß' = cotang v tangfi gesetzt ist» Setzt man nun 

lang ^ ~ irf^'(x + a')Cx-/i)> 
so ist 

(1— x^) _ 8ih2/^ _ cos2/t^ sin2g ± yTißxn^ 2% — sin^ 2y) 

V^I(^+«)(jH-«0(^— i^ J(*- /?')] sin 2y * cos 2(p + co82^ * 

,^ sin 2jti cos2/^(x — tangg) {x — cotang g) dac 

^* "^ (1— a:^)8ui2y > 

und daher 

jp _ /* cos2/^ sm2g + V(8ia^ 2y — 8in>2y) .^ 

y €os2y-j-cos2/* ^' 

Das obere Zeichen in diesem Ausdrucke bezieht sich auf den Flächen* 
räum CFGD, das untere auf CFIE. Es ist zu bemerken | dals der Win- 
kel ^ nichts anderes als die Abscisse CF ist« 
Setzt man ferner 

sin2(P s Asin^, wo A =s 8in2T9 
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SO ist 



^ j^ C082 9 + cos2^-V 2(8^*21^ — 810* 



f) 



_C082 

+ ■ 



£4 /* C08* Uß dHf 

J (sin» 2 ff — 8m« y) V"(l-. Äc» sin» yß) * 



2 





Setzt man 2i;=:ama> 4^sssBmUy so wird nach der gewöhnlicheD ^ von 
Jacobi zuerst eingeführten Bezeichnung elliptischer Integrale ^ 

eoB2fi r cos*V/rf^ ^^^ Aamg u^ cotangama j-r^ -UtlTO 

2 y (8iü*2ff— 8in*v)A(V',Ä:) ~ 8in*ama'2 2 ^H«^«i-»^y> 



/ 



cos'^d»^ __ «m« cotMgam o, sinain(a — m) 
2(8in»2»' — Bin'V') ~" 2 4 ßsinamCa+u)» 



/' 



Vo82/»sm2g</y ^_ cotang am g . cos (/i — y ) ^ 

C082f)4*^^^/* 2 ^C08(^-|-qp)' 

und da auch 

^ ^ • / » ^8uiaiii(a-{-ii) 

= n(tf; a) -f cotang ama cosamti (Fiindamenta §• 1660^ 
so ist der Raum 

"XCFGD = amti— 11 cos2jüt + ootangama[n(ii,a) + log 5^^=S^ 

"ICFIE = amii— iicos2jii + ootangama[n(ii^a) — log^^^^J]^ 

Für den ganzen , von der Cunre eingeschlosseqen Raum erhSit man den 

Ausdruck 

\n — cos2fAJr+ ootg ama n(^a)« 

Für das Element des Bogens der Curve findet Herr Gudermann den 
Ausdruck 

8in2r.rf« = vr[(l_ar)(l+a:)(x+«)(«+«')(«-/?)(«-/J')« 

Obgleich der Ausdruck anter dem Wurzelzeichen bis zur 6ten Potenz von 
X steigt, so läCst sich doch das Integral noch auf elliptische Transoenden<- 
ten zurückführen« Durch die oben angewandte Substitution 

erhält man 

, __ 8in2y<<yy(l--a?«) ___ ^n2tV(l—x*) dtp 

"" V*(8in»2»— 8ui«29») 2 V£(sin* t — 8m«9>) (sin» » — 8in«y)] "™ 

•"a— «') = ^^^^ 2 /*) . [sin g y(A« -- sin« y) ± cos g V{X' * — sin« »)] 
'V ' cos« ft — sin* 9 * 
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ivo 7V, SS sin T^ V = 0O8t; und somit wird endlich 

3 

~ •"* V (cos« fi - sitt» 9) Va* — sin» y) ^ ^* t/ (cos> /♦ — sin» (p)V(X'^ - sin« y) * 
Das obere Zeichen + gilt fSr den Bogen DG, das untere — für EI. 

Setzt man aooh siatpsKsinamii und sin (P = V sin aai(r^ V) t femer 

1 1 

= sin am (t a 4- JET) as t — 7 — r^ und 

— = sinam(«i+-K'^A.O = 



cos/* """" ^''^ ' ^'^^ Aani(*,AO* 
so wird endlich 

iF^T^-' = V(ii<.-lv) -'"("''''+^)+ '"«("'•9» 

oder auch 

Asm(o, JIO ^ cotangamft •rr/^. .• ■ «tn , cotanaf amo .«/ «i ■ %r/ ^ /n 
AA' Acosama ^^ * ^"~ Acosamfr ^^ ^^'^?'^/ 

, Acosamfr A/cosama 

+ Aam(a,A') -Aam(a,A')^* 

Das vorhergehende Integral 

kann auch noch durch die Substitutionen 

1+a 

1 4- r^ — COS17 4 , 

' 1 — a ' j 1 — cosw / x + w , • t . . 

auf die Form 

dcosn V(C0B »;) -^ p d^ _______ 

zuraokgefnbrt werden. Durch dne zwdte Transformation von der Form, 
wird dann 

rfj(l— a?«) 

>^[(1-«') {« + «) («+a')(a:-/J)(«-/J')] 

» . * /* ain« tfi' d^' , j^r * f ain'^^d»^ 

SS in sm vy ^j_ ^^, ^ ^j^, ^^ A{^,X)-^'^ V (l— cos* /* sin» ^») A(^, A) • 



7(,_J±.«...,)^[(,_„..„(,-:2^)]~ 7(i-|-±;a{»,»))v[A(^, 
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Diese beiden Integrale sind eliiptisdbe dritter Gattung mit derselben Ampli« 
tude und mit complementSren Modubou Setzt man in dem. einen Integrale 

und im anderea 

^ A'sinam(t;,JlO ™* «"v^-r»-^^/>^yf 
80 geben sie auf die angegebene Form zurück. Die zweite Substitution 
hat zuerst Le^endre im 3tea Supplemente seiner y^ Theorie des fonotions 
elliptiques'' angewandt | und Jacohi hat dieselbe im 8ten Bande S. 416 
dieses Journals auf noch allgemeinere Transcendenten ausgedehnt« 
Hamm im Januar 1840» 
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26. 

Fragment über die Begründung des Begriffs 

der Ebene. 

(Von Henm Prof. Gerling in Bfarborg^.) 



JLlafs die ÄnschaiiuDg der Ebene keine nrsprSngliohe sei^ sondern aus der 
geraden Linie (deren Anschauung als ursprunglich vorausgesetzt wird) ab« 
geleitet werden miisse^ ist lange anerkaniit» Wie diese Ableitung aber 
auf die einfachste Weise bewirkt werde^ daräber scheint man nicht einig« 
Mir dSucht nun^ dals man dazu ziemlich leicht gelangt ^ wenn man aulser 
den Ton Euclid angewandten Bewegungen einer geraden Linie noch die 
weitere hinzunimmt, bei welchen der eine von den beiden Puncten, durch 
welche eine gerade Linie bestimmt ist, unverändert bleibt, der andere aber 
(mit veränderlichem Abstände) einen vorgeschriebenen Weg im Räume be« 
schreibt, wobei immer nur die Gerade als die durch zwei Puncto voll- 
kommen bestimmte gedacht und demnach nichts weiter vorausgesetzt wird, 
als daCs nur eine Gerade durch zwei Puncto gelegt werden kann, zwei 
Gerade sich also nur in einem Puncto schneiden können» Ich construire 
nun wie folgt« 

$« 1. 

Aufgabe. Einen Winkel BAC (Fig. 5«) umzulegen, d. h« seine 
Schenkel zu vertauschen, bei unverändertem Scheitelpuncte« 

Auflösung. 
L Ich denke mir den einen Schenkel AB als Rotations -Achse, und 

beschreibe vermittelst des andern bei unverändertem Winkel eine 

Kegelfläche, bis AC wieder an seinem Platz istf 
//• Ich denke sodann AC als Rotations »Axe nnd rotire so lange, bis 

AB in die unter L beschriebene Kegelfläche kommt« Die Linie, 

wo dieses geschieht, heifse AX. Sie ist immer doppelt vorhanden, 

je nachdem ich rechts oder links rotirt habe« 
///• Ich denke nun AX (das frühere AB) als Rotations • Axe, so muCs 

AC in die ursprüngliche Lage der AB gebracht werden könneut 

Dies sei geschehen« 
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/F. Ich stelle mir wieder AB (das frohere AC) als Rotations - Axe 
Tor und rotire^ bis AX (das frSbere AB) in AC fallt. 
So liegt nun AB dai wo frSher AC lag, und dagegen 

AC dai wo früher AB lag; und der Winkel ist umgelegt« 

Anmerkung 1. Dieser Satz hat nicht den Zweck, die Möglichkeit des Umlegens 
eines Winkels zu beweisen, sondern setzt dieselbe vielmehr voraus. Der fol« 
gende Satz bliebe also ungeändert, wenn man diese Möglichkeit auch unmit- 
telbar postulirte. Es scheint mir aber zur Fixirung des Gedankenganges nütz*- 
tich, ein bestimmtes Verfahren für die Ausfuhrung der Operation anzugeben; 
weshalb ich hier damit anfange. 

Anmerkung t. Es wird bei diesem Verfahren offenbar vorausgesetzt, dafs, 
da BACj um AB gedreht, den BAX d^ckt und 

BACy um AC gedreht, den CAX deckt, 
auch CAXy um AX rotirt, den BAU. decken mässe, oder dals die Veränderung 
der Rotations -Axe keine Veränderung in dem Winkel hervorbringen könne. 
Eine weitere Begründung dieser Voraussetzung (die sich übrigens meines Er« 
achtens ganz genügend geben läfst) würde aber in diesem Aulsatze zu weit 
fuhren^ 

$. 2. 

Lehrsalz. Wenn in dem einen Schenkel AC (Fig. 6«) eines Win- 
kels BAC ein beliebiger Punct D angenomnoien ist, so wird durch die Umle« 
gung des Winkels ein Punct E in dem andern Schenkel gefunden, von der 
Beschaffenheit, dafs die gerade Linie DE bei der Umlegung des Winkels 
mit umgelegt wird; und es ist dabei gleichgültig, welche von den beiden 
Umlegungsweisen (§. I. IL) man anwendet. 

Beweis. Da AD die AE deckt, so deckt auch AE die AD. 

Lehrsatz. Wenn man zwischen den Schenkeln eines Winkels 
BAC (Fig. 7.) nach §. L und 2. eine Linie DE gefunden hat, von der 
in $.2. bezeichneten Eigenschaft, und nun J9£f zur Rotations- Achse nimmt, 
Termittelst A aber bei dieser. Rotations -Bewegung eine neue (viepte) ge- 
rade Linie dergestalt bestimmen lälst, dals dieselbe immer durch die ur- 
sprSngliche Stelle des Punots A, zugleich aber durch die jedesmalige Steile 
desselben Puncts A während der Rotation geht, so wird es 
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L notbwendig eini$ Lage ÄG dieser vierten (beweglichen) Linie geben, 
in wdoher sie die DM in jP schneidet. 

//. AG bat dann die Eigenschaft, dafs dnrch die Rotation um AG^ so- 
wohl der Winkel DAE als auch die Linie DE umgelegt wird, und 

///• ist es dabei gleicbgoltig, ob die Rotationeui sowohl um DE afs um 
AG, rechts oder links ausgeführt werden. 

Beweis zu /. Man denke sich den Winkel CAB der Aotation um 
DE folgend, so entsteht ein geschlossener Raum (Doppel -Kegel), welcher 
die DE ganz in sich enthält. Nimmt man sodann die unbestimmt verlän- 
gerte AB dergestalt bewegt an, dafs A bleibt, E aber nach und nach in 
andere Puncto der ED kommt, so muls sie immer die Gränze dieses ge- 
schlossenen Raumes schneiden: also, da sie erst die yon EA und hernach 
die von DA beschriebene Kegelfläche schneidet, auch einmal in die. Lage 
kommen, um beide in ^em gemeinschafllichen Puncto zu schneiden. Die- 
ser gemeinschaftliche Panct sei G und die entsprechende Lage AFG. Q ist 
aber noth wendig auch eine von den unendlich vielen Stellen ^^ welche A 
bei der Rotation um DE nach und nach einnimmt; und da AG und DE 
nur einen Punct gemein haben können, so wird auch bei der Rotation 
dasselbe G gefunden. 

Zu JX bt JP gefunden, so mufs bei der Rotation um DE auch AF 
auf GF fallen. Man denke sich nun GFE nach $. 1. umgelegt, so legt 
sich auch AFD um, so dab AG in die Lage von DE kommt; und um- 
gekehrt. Da nun bei der Rotation um DE die AF auf GF fiel, so föUt 
bei der Rotation um AG die EF auch Idnffa DF. 

Durch Verlegung Yon BAC^ nach $.1., fiel aber D anf £ ($. 2.); 
und da dabei A unverändert blieb, so bleibt auch, wenn nach dieser 
Umlegung um DE rotirt wird, G unrerändert, abo auch F. Folglich ist 
FE^FD. 

Demnach föllt bei der Rotation um AG der Pnnct E auf den Punct D; 
also die AE auf AD und die DF auf EF; und umgekehrt. 

Zu HL Jede der obigen veraohiedeoen Rotationen und Umlegon- 
gen labt sieh doppelt, links und rechts, auafSbren. Bei jeder aber kommt 
man auf beide Arten inuner auf dieselben Linien und Puncto« 
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Lehrsatz. Wenn aufser deo in §. 3» vorkommenden Punctcn 
und Linien noch ein Piinct II {V\^. 8.) in AC betrachtet wird^ so eut« 
8prioht demselben nach §• 2« ein Punct / in AB. Legt man nun durch JEU 
eine gerade Linie ^ 80 mu£i dieselbe die nach §• 2. bestimmte Gerade AFG 
schneiden ; und es ist also in $• 3« für die Bestimmung von AG gleich« 
gültig) welcher Punct D in AC angenommen worden ist« 

Beweis. Man kann sich die HI dadurch erzeugt TorsteHen, dafs bei 
der Rotation von AC um AG^ vermittelst des Puncts H eine gerade Linie 
dergestalt bestimuU wird 5 dafs dieselbe inuner durch die ursprüngliche 
Stelle des Puncts und durch die jedesmalige Stelle desselben Punots 
während der Rotationen geht; bis II in AB, d« h« in I, angekommen ist« 

Sollte nun HI die AG nicht schneiden ^ so könnte man HI auf 
doppelte Weise (je nachdem man rechts oder links rotirte)) durch H und / 
legen; welches dem Begriffe der geraden Linie widerspricht. 

$« 5. 

Lehrsatz. Die nach §• 3. bestimmte Linie AG (Fig.9.)) welche 
ich Rotations ^ Aice des fVinkels BAC nennen wiH, schneidet jede gerade 
Linie DI von einem Puncto D des einen Schisnk^ nach einem Puncto / 
des andern Schenkels« 

Beweis. Es giebt nach $.2« für jD und / entsprechende PmMste B 
und H in den entgegengesetzten Schenkeln , und man kann sich Dl durch 
dieselben so gezogen denken^ dafs^ indem sich H nach / um AG rotirend 
bewegt, eine neue Linie stets durch das ursprüngliche D und auch durch 
das bewegte H geht, bis letzteres in / angekommen ist. Sollte nun DI 
die AG nicht schneiden, so wäre sie wieder doppelt bestimmt (je nach- 
dem man rechts oder links rotirt hatte); welches unmöglich Ist 

§. 6. 

Lehrsatz. Wenn zwei gerade Linien DU und JJSC(Fig« 10«) zwischen 
Puncten in den Schenkeln des Winkels BAC gezogen sind^ und von A 
aus eine gerade Linie AL durch einen Punct M der Linie DH gezogen 
wird, so mufs dieselbe, nach gehöriger Verlängerung, auch die IK schneiden» 

Beweis. Genetzt AML schnitte die IK nicht (ginge darüber oder 
darunter hinweg), so sind drei Falle zu unterscheiden« 

43» 
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ä) AML wäre entweder die einziffe Linie, welche, von A durch einen 
Punct M der DH gezogen , die IK nicht schneidet , oder 

b) es gäbe auf DH verschiedene Puncte M'j M" u. %. w«, fnr welche 
ein Durchschnitt mit /£ erfolgte; zwischen je zwrien von ihnen 
aber wäre kein Punct, der einen Durchschnitt gestattete; 

c) oder es gäbe auf DH überall keinen Punct| (or weldien ein Durch- 
schnitt mit IK statt fände. 

Der Fall ä) ist nicht möglich , da er der Stetigkeit der geraden 
Linie DH widerspricht« 

Der Fall h) enthält nur eine Wiederholung des Falles c\ indem nur 
andere Puncte, z. B. M^j M7^ an die ^Stelle von 2>, H traten. 

Demnach bleibt nur die Absurdität des Falles c) zu erweisen. 

Hier nXAML entweder die Rotations -Axe des Winkels CiJB> oder 
sie bt es nicht. Ist sie es, so mufs sie nach $• 5. sowohl die DH in M, als 
auch die IK schneiden. Ist sie es nicht, so muls nach §• 3. eine Rota* 
tions«Axe AG gefunden werden können; welche aber wieder nach {• 5« 
hüde Linien schnddet. 

Anmerkung 1. Eine weitere Ausflihrung^ wie nnd warum die Annahme a) dem 
Begriffe der Stetigkeit widerspricht, läfst sich zwar meines Erachtens voll- 
kommen genügend geben, wurde aber hier zu weit fuhren. 

Anmerkung S. Ist durch den §. 5. bewiesen, dab die Bewegung der geraden 
Linie AML längs DH eine Fläche beschreibt, in welche jede gerade Li- 
nie IK mit allen ihren Puncten fallt, so läTst sich nun leicht weiter nachwei- 
sen, dals schon §. 3. solche Flächen auch bei den Rotationen um DB und AG 
beschrieben sind, und dann weiter die Aufgabe: eine solche Fläche durch 
drei beliebige Puncte des Raumes, die nicht in einer Geraden liegen zu 
beschreiben, auf mehrfache Weise losen. Die Ausführung davon gehört aber 
nicfat in dieses Fragment 
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27. 

Neuer Beweis für die Auflösbarkeit der algebraischen 
Gleichungen durch reelle oder imaginäre Werthe 

der Unbekannten. 

(Von Herrn Dr. F. Deahna zu Cassel in Hessen.) 



L Hfilfssatz. Ist 

irgend eine gaoze rationale Function von Xj in welcher A^ ein constanter, 
positiver Coeffioient, -^m-i ^ ^m-s , •••• Ai, Ai^ aber ganze rationale Funo* 
tionen der Cosinus und Sinus eines veränderlichen Winkels (P sind, so 
kann man x so grols annehmen, da(s X^ unabhängig von dem Werthe 
von (f), gröfser wird, ab eine willkürliche gegebene Grolse G. 

Beweis« Da die Greisen A^n^i, X,^^^ • • • • A^, A^y ganze ratio- 
nale Functionen von oosCP und sin(P sind, so kann keine derselben durch 
irgend eine Veränderung von (p ins Unbestimmte wachsen, sondern jede 
kann nur ein bestimmtes Maximum ihrer Zahlenwerthe ( d. h. ihrer vom 
Zeichen unabhängigen Werthe) erreichen. Es sei A eine beliebige positive 
Zahl^ welche greiser als das gröfste dieser Maxima ist, so hat man^ welche 
Grolse auch (P haben mag, für jedes die Einheit übersteigende x: 

X > A^x'^'-mAx'^-'. 
Um A^x"^ — mAx"^"^ > C? zu machen, darf man nur x gröfser als 

m-i mAA'l 
die greisere der Zahlen ^G und — ^ nehmen; denn dann wird 

xA^T-niA^X und a?*"""* > Gy folglich auch ar^""* {xA^—mA) =s 
A^x"^ — fn.Ax"^^^ > G. Für einen solchen Werth von x wird also auch, 
unabhängig von P, X^G, w» z. b, w. 

2. Ist -ar==:r'~ + J?^.j.ar'-'+i?m-7-^""' + ..-. + Äi.a? + Äo = 
die gegebene Gleichung, und sind r, (p zwei neue veränderliche Greisen: 
ist femer 

r^cosm^ + Ä„.i.r^\cos(m— l)^ + i?«-2-r'"-'.cos(m— 2)^4 

....-{- Bi.r.oonP s= t, 

r^ «inm(P4.B„^,.r^-*.sin(m~l)^ + B«.2.r'"-^ sin(m— 2)^ + .... 

....-^ B^.r. 9in(f) == u, 
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jiir'^.cosm^ + Cm— l)B^i*r'"'"^oo8(«i— 1)(P 

mr"*. «iom(P + (in~l)fi^i.r'^^siD(m—l)(P 

+ (»1— l)B^«i-r'«-\8in(w— 2)(P + .... + B4.r.wo(p = u': 
so kommt alles darauf an, zu zeigeo^ dafs die Functionen < + <Bo und u 
durch eine schickliche Wahl von r und (P zum Verschwinden gebracht 
werden können. Durch die Substitutionen x = r (oos^ ±sin(p.^ — 1) 
geht nämlich X in t-^B^ + u./' — 1 über, so dafs mit <4*^o und u zu« 
gleich X verschwindet« Zu jenem Ende betrachte ich t und u als recht- 
winkelige Coordinaten einer Curve Wj indem ich blols (P als veränderlich 
ansehe, und fär r eine positive Zahl R setze^ welche zugleich f 4" ^^ ^^^ 
tt^J^uu' gröfser als Bl macht; welches nach dem obigen Hülfssatze an- 
geht. Die so durch die beiden Gleichungen 

t = R'^.cosm(P + Ä^«,.Ä'^^^oo8(»i---l)(P4-jB^^,Ä'"~^cos(m— 2)(p4-..-. 

.... + Ä2./J^cos2?>+i?ji,Ä.cos(P, 

tt = Ä'^. sin «•?) -H B^^^.Br-\ 8in(m— 1)^ + B^^2.Br-\ sin (m— 2)(p +•... 

..•,'\'Bi.R.%\fi(f) 
bestinomte Linie ist, behaupte ich, in sich selbst zurückkehrend und hat 
die den Coordinaten ^ssO, ti = und ^s= — B, tissO entsprechenden 
Puncto innerhalb ihrer. Um dieses zu zeigen^ führe ich mittelst der Glei- 
chungen ^=:^cosv//, if ss^sinx// zwei neue Coordinaten ^ und ^/> ein. 

Die angeführten Gleichungen geben tang\// = -»y 

du dt 

^ ^ (l+tang^^)rf^/. = "^' ,/"'" . rf(P = *-^^.ä(f> und 

^^= 'TvXT'*^^' woraus man sieht, dals v// mit (P zugleich wachst, 

wenn tf^^-uu^'^O, wie es hier der Fall ist. Es ist aber 4/ der Winkel, 
welchen der Radius - vector ^ unserer Curve mit den Abscissen t bildet. 
Wenn nun dieser Winkel bestä'udig wächst, während man in einer ge« 
wissen Richtung auf der Curve fortgeht, zuletzt aber, eben so wie der 
Radius -vector q, seinen anfänglichen Werth wieder erhält, so mu(s jene 
eine geschlossene Linie bilden. Es leuchtet nämlich ein, dafs / und u 
bei gleichen Werthen von r für ^ = und (p s= 360^ gleiche Werthe er- 
halten. Da auberdem ^ :== /*(^^+ti^) immer gröfser als B^ bleibt, so 
sieht man ^ dafs sowohl der Anfangspunct der Coordinaten , als auch der 
Punot, für welchen ^ss — B, nssO ist^ innerhalb FFliegt« 
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Man erhält offenbar neue krumme Linien w, wenn man in den 
Gleichungen 

/ = r"*.co8m(P4-Ä^4.r'^*.co8(iii— l)(P4.jB^.j.r*-^oo8(m— 2)(P 

+ Ä^«j,r''^.ooÄ(m' — 3)<P'|-.... + Äi.r.eos(p, 

f. ^ r^sinrntp-i- Ä^, . 8in(iit~l)(P+J?^^,.r^l«ia(m— 2)(P 

^-JB«^.r'^^8in(m— 3)(p +—. + Bi,r.gm(p 
fSr r andere von R versohiedene Werthe setzt ; und zwar werden dieselben 
nur unendlich wenig von W abweicheni wenn man R — r unendlich klein 
annimmt : fiir r = aber erhält man statt einer Linie nur einen Punct, 
für weichen ^ = 0^ ti = ist« Läist man daher r, in stetigem Wechsel, alle 
Werthe von rssjR bis rssO durchlaufen ^ so werden die diesen Wer« 
then entsprechenden Formen der Linie u>, da dieselbe sich nur stetig, nicht 
sprungweise ändern kann und zuletzt mit dem Anfangspuucte der Coor- 
dinaten zusammenfallt, den vollen innerhalb W liegenden Raum beschrei* 
beo, und folglich wird eine von ihren wechselnden Gestalten durch den den 
Coordinaten u^sO und tss—B entspredlienden Punot gehen» Das heifst 
mit andern Worten: „Es giebt Werthe der Grölaen r und ^, welche 
die Gleichungen iissO und (ssi^^B zugleich erfallen»'' 
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28. 

lieber die Bedingungen der Integrabilität linearer Dif- 
ferentialgleichungen erster Ordnung zwischen einer 
beliebigen Anzahl veränderlicher Gröfsen. 

(Von Herrn Or. F. Deahna zu Cassel in Hessen.) 



Uie BediDgiiogeo^ unter welchen eine gegebene Di£PerentialgIeiohung von 

mirn 

der Form 2 X^ dXj^ = durch eine einzige endh'cbe Gleichung integrirt 

werden kann , sind bekannt ; aber die zur Auffindung dieser Bedingung»* 
gleichungen angewendeten Methoden enthalten nicht zugleich den Beweis^ 
dab dieselben zur Integrabilität der vorgelegten Gleichung hinreichen« leb 
glaube daher eine Lücke auszufüllen ^ wenn ich in dem Folgenden einea 
solchen Beweis entwickele und denselben außerdem für den Fall erwei« 
tere, wo es sich um die Integration mehrerer Gleichungen der erwähn« 
ten Art durch eben so viele endliche Gleichungen handelt« 

I. Lehrsatz. Soll eine lineare Differentialgleichung 

1« dx =s 2 X^dx^y 

WO X^, X2, X^, .... Xn Functionen der Veränderlichen x, Xi, X2, •••• x^ 
bezeichnen, durch eine einzige endliche Gleichung integrabel sein, so ist es 
DOthwendig und hinreichend, dafs ihre Variation verschwinde, wenn Xij 
^2ß ^i> •••• ^m um willkürliche Variationen Sxg, $X2j •••• 8x^ wachsen, 



ms:n 



während x um j^jr = 2 X^ Sx^ wächst. 

Beweis, "bat die Gleichung (I.) eine einzige Stammgleichuog, 
x^=^V{xij X2, •••• Xn9ä)y so wird, wenn man x, Xi, Xj, x^, •... x^, in 
X'\'tix, Xi'\'^Xi, x^'^Sx^, .... x^-^Sxn verändert, noch immer 
ÄT+Aa? = f^ixx-^Sxi, a?2 + ^^2> •••• ^n-jr^^nj ä) die Stammgleiohung von 

rf(x+Äar)= S((X„ + AX«)rf(x„ + ^ir„)) sein, wo X„+AJ:„ das be- 

zeichnet, was durch die erwähnten Veränderungen aus X^ wird, Sxu 
8x2, Sx^j .... ^0^1, aber beliebige von der Constante a unabhängige Gröfsen 
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bedeuten. Die Gleichung d{x+äx)— S ((X„ + Ä^„)rf(ar„ + JarJ) =0 
wird also identisch , wenn mao für x -^ dx den Ausdruck 

F(Xi^OXi^ 0^2 "!• S^2ß •••• ^n'hSXn, O) 

setzt. Anstatt dessen kann man aber offenbar F(xiß x^, ••••Xnß ä) statt Xj und 

AFs= F(Xi+$Xi, JP2+^JP2f •••• ^n^SXnßä) F {x^, X2, X^, •••• Xnyä) 

Statt ^ j? setzen. Auf diese Art verschwindet der von Sxi, ^x%, ••.n^ix^^ Lx 
unabhängige Theil von d(x'{'llx) — S ((Jrm + ^^m)^(^m + ^^m))i >>^* 






lieb 1^07 — S JT^if^m^ von selbst* Soll nun für den übrigen Theil die- 

m=l 

ses Ausdrucks dasselbe Statt finden ^ so mufs zuerst die Gesammtbeit 
aller der Glieder ^ welche Sxi^ hx^, Sx^, •••• Sx^ß dSxi, d8x2^ «••• 
. . • • d^Xn in der ersten Dimension enthalten , gleich Null werden* Um 
diese zu finden, braucht man bei der Substitution von LF statt Ölx 
offenbar blob auf die in 8xi, 8x2, •••• Sxn linearen Glieder Rucksicht 
eu nehmen. Bezeichnen wir den so erhaltenen Werth von Ax durch 

9xf er ist offenbar derselbe , welchen man aus S X^^Sx^^ erhSlt, wenn 

man darin für x den oUgen Ausdruck F{xi, X2^ ••••x^^ä) substituirt« 

Man darf also auch 2 X^ ox^ for Sx, und eben so für dx, welches in 

dSx wieder vorkommen kann, den aus x=iF{xi,X2y*** Xn$o) folgen- 

mein 

dep Werth 2 X^ dxn^ setzen, sobald man nur berücksichtigti dab zuletzt 

111=1 

statt ^ immer F{xi, X21 ••9*Xm>o) zu substituiren ist« 

Auf diese Art wird man fnr die Variation von dx— ^ X^dx^^ 
cjnen Ausdruck von der Form 

bekommen, wo Q^ 02> 0s^ •••• Qn hlob von x, ^1^ ^2;» x^, .... Xj^ 
abhfingen, und von selbst verschwinden mSssen, sobald man in ihnen durch 
die Gleichung xssF(xi, X2f x^f •••• Xnyä) die GroCse a statte einfuhrt. 
Sind aber die so in Functionen von a^ Xi, X29 Xi^ #••• Xn verwandelten 
Grolsen Qi, Q2, Qz, •••• Qn identisch gleich Null, so bleiben sie es auch, 
sobald man for a einen beliebigen andern Ausdruck setzt: folglich auch, 
wenn man für a rückwärts den aus der Gleidiung x s= F(xiß x^, . ••• x^, ä) 
folgenden Werth in Xi, »2p x^, .... x^yX substituirt : oder die Ausdrücke 
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Q\} Qi} •••• Qn yersob winden noth wendig in der oben unmittelbar ge« 
fundenen Form von selbst. Die Grüfsen Pi, P^y P3« • • • . Pn müssen 
oaoh dem Prinzip der Homogeneitat nocb lineare Functionen ron ixi, 
dx2 9 dx^ ß .... dx„ sein, und können demnach nicbt identisch versohwin* 
deui wofern nicbt in jeder die Coeflicienten von dx^, dx2, dx^, • . •• dx^ 
eineein gleich Null werden« Wir scbliefsen nun eben so, wie oben bei 
Q} Qi> Qa^ (?2^ •••• Qn9 dafs diese Coefficienten nach der Substitution 
de^ Ausdrucks F(xiß X2y *•-• Xn^ ä) für x, nicht verschwinden könneni 
wenn solches nicht auch vorher der Fall war. Man sieht also, dafs wenn 
die Gleichung 

dx — "f (X^ dx^) = 

durch eine endliche Gleichuug integrabel sein soll, die Variation derselben für 
wtlikarliche Variationen Sxi^ 8x2, Sx^, .... Sxn von x^ X2f x^, .... x^ 

und fm Ixss^ S X^Sx^, von selbst verschwinden muls, sobald darin 



insn ^ in=:n 



dx=i ^ X^dXn und ixssi 2 X^Sx^ gesetzt werden. 

mst mzzl 

Idh will nun annehmen, diese Bedingung der Integrabilitfit finde 



ftissn 



Statt. Verwandelt man dann die Gleichung if o? — S X^ dx^ s= in eine 

andere, indem man statt x überall eine beliebige Function ^(xi^ x^^ ••••Xn, z) 
von Xi, X2, •.•• Xn und von einer neuen Veränderlichen z setzt, so wird 
offenbar die Variation der verwandelten Gleichung ebenfalls verschwinden, 
wenn ^i> ^2^ x^p ..•. x^ verändert werden, wie vorher, und wenn statt 
Sz der aus der Gleichung 



folgende Werth gesetzt wird, wo Z^^ Z^^ .... Z» die avmX^, X^, .... X^ 
durch die Substitution x sss (()(xi, X2p •••. x„, z) entstehenden Ausdrücke 
bezeichneu, and wo demnach Sz wieder das ist, was aus dz wird, wenn 
man in der neuen Differentialgleichung 

dz „-1 \ äXmf 

die Differentiale dx^, dx2y ...• dx^ in die Variationen Sxi, 8x2, .... Sx^ 
verwandelt« Man kann nun die Function <f> so wählen, dafs einer der 

CoeiBcienten ä« + T:;r"i ®'wä Zi+— - , verschwindet« Zu diesem Ende 
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darf man nur die Gleichung dx = X^ dx^ integriren j indem man nur x 
und Xi als variabel betrachtet^ und dann den aus der IntegraTgleichung folgen- 
den Werth von x \n x^y x^, x^, •«.. x^ und der willkärh'chen Conatante 
c far ^, c selbst aber für die neue Veränderliche nimmt« Substituirt man 

diesen Werth von ar in dx — 2 X^dx^ = 0, so vr erden die Glieder 

2 — dxi — X^dxi offenbar identisch verschwinden, und die transformirte 

Gleichung hat die Form : 

de s= C^dx2 + C^dx^ + C^dx^ . . • . + Cn^^n y 
wo C^, C^, ....Cn Functionen von nur n Yariabeln c^ x^, x^» •••• Xn sein 
können« Dem Obigen gemafs muls nämlich die Variation dieser Gleichung 
verschwinden, wenn Xi, Xz, x^, •.•• x^ beliebige Incremente Sxi, Sx^,**. 

... 8xn bekommen, und c um o c ss 2 (C^^x^) wächst« Verändert man 

nun Sxi allein, so bat man ^c = 0, und folglich 

= ^ ix, dx2 + j^Sx,dxi + .... + — $xx dxnf 

woraus 3—^ = -3—* = 3—^ .... =5 - — ä hervorgeht, so dals C| . C!,. . . • 

aJC^ ax^ ax^ ax^ c» # 

• ••Cn, Xi nicht enthalten können. Setzt man wieder dc^iC2dx2 und 
integrirt unter der Voraussetzung der alleinigen Veränderlichkeit von X2 

msin 

und c, so kann man die Gleichung de =^ ^ C^dx^^ von neuem in eine 

andere zwischen nur n — 1 Veränderlichen transformiren , und so fort, 
bis zuletzt blofs eine Gleichung mit zwei Variabein übrig bleibt« Da nun 
diese jedenfalls integrabel ist, so mufs auch die gegebene Gleichung dx = 

2 X^dxnti aus der sie abgeleitet worden, integrabel sein, w« z. b« w« 

2. Ich will diesen Lehrsatz nun noch verallgemeinern, und sagen, 
dab wenn ein System von n -{- 1 linearen Differentialgleichungen 

rfar — ((00)Ja-f(01)rfai + (02)rfa2.... + (0m)rfO = 0, 

rfxi — ((10)rfa + (ll)rfax-f.(12)rffl2...- + (lm)dO = 0, 
L ^rfjT^ — ((20)da + (21)rfax + (22)rfa2.... + (2m)ifa«) = 0, 

i|^-_((nO)rfa + C'»l)df«i + (n2)rfa2.... + (»^)rf«m) = 0, / /^ 

wo (00), (Ol), (02) (10), (12) .... (nO), (iii)....(nm) gegebene 

Functionen der Veränderlichen Xy x,, j?2> ^z> •••• x^ beteialtknen ^ durch ' (< ^ , -> /? y. 

'^44 • 
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n-{-l endliche Gleichungen integrabel sein soll, dazu nothwendig und daHs 
es hinreichend ist, dafs die Variationen der links des Gleichheitszeichens 
stehenden Ausdrücke fBr beliebige Variationen S^a , ^Oz , la^,.... ia^ der 
Gröfsen Oy a^, a^^ a^^ ••*• ii„> und fSr 

bx = (00)5a + (01)^ai + ....(0m)Jö^, 
Jarx = (10)^a + (ll)8ai + .. -.(1111)^0^, 
8x^ = (20)^a + (2 l)*ax + . . . . (2m) J^a^ , 



identisch verschvrinden | sobald für die in den Differentialen d8x, dSxi^ 
dSx2^ • • • • dSxn vorkommenden Gröfsen dx, dxx , dx^y • • • • dxn ihre aus 
den gegebenen Gleichungen folgenden VTerthe in da, da^, doi, da^, •••• da„^ 
gesetzt werden* Der Beweis dieses Satzes gr&ndet sich auf dieselben Prin- 
cipien wie der des schon behandelten einzelnen Falles« Man zeigt, wie vor- 
her, dafs wenn die gegebenen Gleichungen n -|- 1 Stammgleichungen 

X = F (ßy üiy Ö2> ^y •••• ^m> ^0 9 ^l 9 ^1 } •••• ^«/^ 

Xx = Mf liji y üiy a^y Ö3> ••#• ttjf^y Cq y C^ y C2 y •••• Cfg) y 



II. 



Xn — Ify^ifly üiy ßiy Ö5^ •••• ^m^ ^0> ^l ^ ^17 •••• ^n) 

m 

mit n-f-1 willkiir liehen Constanten c^y c^y Cj, ••••c„ haben, die Variatio« 
nen der Ausdräcke (I.) verschwinden müssen, wenn man für ^Xy $Xi, 
8x^y ««.» ^jr„ die oben angegebenen Ausdrücke setzt, nachdem darin statt Xy x^, 
x^y • • • • Xn die durch die Gleichungen ( IL) gegebenen Functionen substi« 
iuirt worden sind. Nimmt man nun, ohne diese Substitutionen auszu- 
fahren, für hxy Sxiy 8x2y .... S Xn dio obigen Ausdrücke selbst, so hat 
man unter den Differentialen dxy dxi , dx2 f .. .. dxn y welche in dSx, 
dhxiy dSx2y .... dSxn Torkommcn können, die Differentiale von 
F(a^ aiyOzy.^^any CoyCiyC2y... cj, FiiayaiyOiy.... a^y Ci,yCxyC2y**Cn), 
• • . ., Fy^(ayaiya2y....a^y c^y Ci, C}^ . • •. c„) zu verstehen ; diese aber erhält 
man aus den durch die Gleichungen (L) gegebenen Werthen von dx, dxx , 
dx2y •*•• dXn gleichfalls durch Substitution der Functionen (II.) statt x, 
Xiy X2y x^y .... Xn* Dio Variationen der ersten Glieder der Gleichun- 
gen (I.) werden demnach noch verschwinden, wenn man für dxy dx^, 
dx2, .^•« dxn ihre Werthe aus denselben Gleichungen, und für ix, Sxi, 
ix2y .... ixj^ die ähnlichen angegebenen Ausdrücke setzt, nachher aber 
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in den endlichen Coeffioienten überall für x^ Xi, x^, ...* Xn die Functio- 
nen (IL) substifuirt« Dies Terfahren hat den Yortheil^ dafs mani ohne 
die eben genannten Functionen zu kennen^ eine Anzahl von x, Xi, x^,..,^ Xnj 
a, üi, a^9 •»•• a^ abhängender Ausdrücke bekommt^ welche identisch gleich 
Null werden müssen, wenn man in sie vermittelst der Gleichungen (II.) 
statt der Gröisen :r ^ oti, X29 •••• Xn eben so viele neue Cq, c^, Cz^ •••• c^ 
einfuhrt, und welche daher ebenfalls verschwinden müssen, sobald man 
rückwärts statt Cq, c^^ C2, •••• c„ ihre aus den Gleichungen (IL) folgen- 
den Werthe in xi x^ 0^2, •••• Xn^ a^ Oi, •••• a^ substituirt; wodurch 
sie ihre erste Form wieder erhalten« 

Um nun den noch übrigen Theil des Lehrsatzes zu beweisen, be- 
merke ich, dafs man durch Integration der Gleichungen dx=s (00) da, 
dxi=^(lO)da^ dx2 = (20)da^ .••• dxn^=^(n0)da zu einem System end- 
licher Gleichungen gelangt, vermittelst dessen x, x^ x^^ • • • • Xn als Functio- 
nen von a, üiy (h, .... üjn und von it 4-1. neuen, bei der Integration als 
Constanten erscheinenden Gröfsen c^y Ci, €2^ c^, .... c^ dergestalt ausge* 
drückt werden können, dafs sie, diese Functionen statt ^^ Xi, X2, .... x^ 
in die Gleichung ( L) substituirt und die Gröfsen Co , c^ Cs , C3 , .... Cn als 
neue Yeründerliche betrachtet, alle m da multiplicirten Glieder verschwin« 
den machen. Die Gleichungen (I.) verwandeln sich nSmlich durch dies 
Verfahren, wenn ^i> €29 •••• <Pn die erwähnten Functionen bezeichnen, 
in folgende: 

f^4a- (00) ia +T (|^-(Ort) ''<^ +'| ^ '', = 0. 
^i»_(10)Ja+'|(|^-(l,))j^+f ^^rfc, = 0. 



^ia- (nO) ia +'2 (|f---(».rt<'«,) +'s |f rfe, = Oj 

wo in (00), (01)....(0in), (10), {\i).i^..{im) .... {nO\ (nl) ....•(nm) 
statt X, Xi, X2ß ...• Xn überall <P> (Po ^2ß •••• Pn zu setzen ist. Da nun 
die Gleichungen x = (p, ^i = (Pi, ^2 = (P2 • • • • ^n = ^Pn die gegebenen 
integriren, wenn man die Teränderlichkeit blols auf x, Xi, X2ß •... Xn^a^ 
beschränkt, so müssen die eben aufgestellten Gleichungen unter dieser 
Toraussetzung verschwinden ; welches erfordert, dals 

41 = (00), ^ = (10). Ä = (20) .... ^ = («0) «I. 
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4e Gleiohungeo (III«) verwandeln sich demnach in folgende: 

i:(if,-(w)"'-+ii^''«,=o. 



K^-M'^'+id^*',)»«- 



Setzen wir nun voraus ^ die im Lehrsätze angegebenen Bedingungen der 
Integrabthtät ßinden Statt: so mSssen offenbar die Variationen der Glei- 
chungen (IV.) ebenfalls far beliebige Sa^ Sa^, Sa2 .... 8a^ identisch ver- 
soh winden, wenn den Variationen von c^y Ci, Cs, •••• c« die aus den 
Gleichungen 



p=l «•P 9=0 ^^P p=l 



folgenden Werthe gegeben werden, die mit denen übereinstimmen, welche 
die Gleichungen (IV.) durch Vertauschung der Variationen iüi , ha^, •••• i^my 
icop Scg, Sc^, .... Sc^ mit den entHpreehenden DiflTerentialen da^, don, .. . 
. . • etc. geben würdcHi« Man sieht hieraus, dais die Variationen Scqj Sc^ ^ 
hcx^ •••• ^c. verschwinden, sobald nur a verändert wird, ia^y la-^^ ... 
... Sa^ aber gleich Null gesetzt werden. 



Bringt man aber die Gleichungen (IV.) auf die Form: 
de = AidCi'\- A^doi^ Ayda^-^ *... -{-^.tfa., 

de, = j;ifa, + j;£?a, + j;ii«,+ .... +Xif<i-, 

d^ = J:da,+Alda,'{^A:da,+ .... + J^iTtf., 

(wo die am obem Bade der Buchstaben A stehenden Zahlen lodices, nidit 
Expooenteo sind ) , und variirt unter der erwähnten Voraussetzung, so be» 
kommt man, fibotieh wie im vorhergehenden Satze: 
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"7a ' — "> "TT" ~ ^^ ~d^ — ^^> 

^< _ o ^^i ~ o ^^- - n 



aa ' aa ' •da 

Die GoefBcienten Ji sind demnach von a unabhängig. Das vorliegende 
läystem von Gleichungen lafst sich nun c^en so, wie das ursprünglich ge- 
gebene^ in ein anderes mit einer upi eine Einheit geringeren Anzahl ver- 
anderUcher Gröfsen verwandeln ^ und man kann auf diese Weise fortfah« 
reny bis nur ein System von it -f 1 Gleichungen zwischen n -]- 2 Teränder* 
liehen übrig bleibt. Dieses endlich ist stets integrabel^ und folglich auch 
das gegebene 9 aus dem es nur durch wiederholte Transformationen ge- 
funden wurde« 

Aufgilbe« Die Bedingungsgleichungen zu entwickeln ^ unter weU 
chen ein System von n-|-l linearen DifFerentialgleichungen zwischen be« 
liebig vielen veränderlichen Gröüsen durch eben so viele endliche Gleichun- 
gen integrabe! ist« 

Auflösung« Es seien 

dx — ^{Qp) dOp = 0, 

p=0 

pSfft 

dx-^ S {lp)daj, = 0, 

p=0 
pc=m 

dx^ :E (np) ^^ SP 
P=ü 

die gegebenen Gleichungen« Nach dem bekannten Algorithmus des In« 
finitesimalcaiculs kana man die blofs von der Veränderung von a herrtih« 
renden Theile der Variationen der Ausdrücke links des Gleichheitszeichens 
erhalten, wenn man dur in Bezug auf a variirt, a^ a^, Otß •••* an aber 
oonstant bleiben läist« Wendet man dies zunächst auf die erste der gegebenen 
Gleichungen an, und bemerkt, daüs unter dieser Voraussetzung Sx^=s, (00) Sa, 
Sxi^{lO)Sa, Süi^:=(20)Sa, .«.. Sxn^{nO)Sa wird, so be« 
kommt man: 



.'i 
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Auf dieselbe Art könnte man nun den von Sai abhängenden Theil toii 

dx — 2 (Op)da) suchen; es ist indessen leicht zu sehen: dafs man 

ihn aus Torstehendem Ausdruck erhalten mu(s, indem man a mit Hi^ (00) 
mit (Ol), (yO) mit (yl) vertauscht; welches 

giebt« Aehnlich erhält man aHgemein den von Sa^ abhängenden Theii 

Da nun ^ (dx — S (0;e^) da^S die Summe dieser verschiedenen in ^Op 

Sai, Sa2, «••• Sün multiplicirten Glieder ist, so kann diese Variation nur 
dann unabhängig von ^a, ^ai, h(h, •••• 8a^ verschwinden, wenn die 
Coefficienten dieser veränderlichen Incremente einzeln gleich Null werden» 
Diese Coefficienten sind aber wieder Summen von der Form 

Mda^Midai+M2da2+ ....^Mn,da^^ 
Sollen sie daher ohne irgend eine zwischen a, a^] a^, •••• a^ festgesetzte 
Relation verschwinden, so müssen die GrSisen M, Mi , üfj , • « • • üf^ ein- 
zeln gleich Null werden« Der allgemeine Typus der Gleichungen, welche 
man auf diesem Wege aus der ersten der gegebenen findet, ist 

dap dar qzrß \ dXg ^^^^ dXq ^ I 

Die einzelnen Bedingungen ergeben sieb aus demselben, indem man nach 
und nach den Elementen Ty p alle Werthe von bis m ertheilt; die An- 
zahl derselben beläuft sich jedoch blol^ auf so viele, als es Gombinationen 
der Elemente 0, 1 , 3, 3, • • • • m zu je zweien ohne Wiederholungen giebt, 

ni(jn I 1^ 

d* b« auf . 7^ ^ , indem der angegebene Typus fSr /^ s= r allemal voo 

selbst serschwindet, und je zwei Gleichungen, in welchen p und r Wechsel« 
seitig gleich sind, d. h», wo in der einen p^=^a, r^=^h, währeqd in der 
andern p^=h, r=:a ist, wesentlich dieselbe Bedingung enthalten. Um die 
aus der Gleichung 
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dxi — S (kp) düp = 

entepriogenden Bedingangeo zu findeoi darf man nur in der eben ange* 
gebenen die CoelBoienten (Or)^ (Op) mit (kr)^ (kp) vertausohen; so ge« 
langt man zu der allgemeinsten Form aller Bedinguogsgleiohungen des ge^- 
gebenen Sjrstems: 

dap dar ^-o^^^<7 ^^9 ' 

Diese Form giebt die einzelnen k . ^ 2 Bedingungen^ wenn man k alle 
Werthe von bis n^ q und p alle Werthe von o bis 01 duroblaufen läCst» 



Crene^f Jovmal d. M. Bd. XX. Uit. 4. 45 



350 29. Mar eher. Über Primzahlen. 



29. 

lieber PrimzahleD. 

(Yoo Henv Gjmnasiallehrer Märcker zu Meiniogcti.) 



Obgleich es den Mathematikera noch nicht gelungen ist^ eine genagende 
Theorie der Primzahlen aufzustellen^ so scheint doch die Aufgabe nidit zu 
denen zu geboren y auf deren Losung man fiir immer verzichten mufste» 
sondern es ist von der stets zunehmenden Ausbildung der Wissensohaft zu 
hoffen, dafii eine spätere Zeit sich noch der vollständigen Losung derselben 
erfreuen werde» Bis dahin werden den Freunden der Wissensohaft auoh 
einzelne Bemühungen willkommen sein, welche hoffen lassen, dafs sie 
jenem Ziele einen Schritt nüher fuhren können. Vielleicht durfte auch die 
hier folgende Darstellung zweier die Primzahlen betreffenden Satze nicht 
ohne Interesse sein. 

L 

Wenn A irgend eine positive ganze Zahl bedeutet, und man be« 
zeichnet säramtliche Primzahlen, welche kleiner als A sind, die Einheit 
aufgenommen, durch a, h, c, d, .... m und ihr Produot durch p^ so sind 
alle Zahlen von A bis A}y und innerhalb dieser Granzen, keine andere 
JZahlen als die in der Formel 

und zwar nur ein eiozigesmal enthaltenen, wenn jeder der Zahler gro&er 
als Null und kleiner als der Nenner genommen wird« 

Zuerst mufs nachgewiesen werden, dafs innerhalb der angegd>e- 
neu Gränzen und mit den angegebenen Beschrankungen die Formel nur 
Primzahlen giebt» Als bekannt wird vorausgesetzt, dals jede ZSahl, die 
kleiner als A? und durch keine Primzahl unter A theilbar is^ eine Prim« 
zahl sein muls. Dals die Formel nur ganze Zahlen giebt, weil alle 
Brüche mit dem gemeinschaftlichen Nenner p multiplicirt werden, ist 
klar« Da nun die Nenner der BrSche sSmmtliche Primzahlen unter A 
bind, so mu£i gezeigt werden, dafs die Formel durch keinen der Nenner 
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theilbar ist« Nehmen wir eioen solohen Nenner , z. B. d, m ist klar, 
da& alle Glieder der Formel, nachdem sie mit p multiph'oirt und da- 
durch zu ganzen Zahlen geworden sind, durch d theilbar sind, ausgenom- 
men das GUed« welches d als Nenner enthalt: denn z. B, ^ ist durch d 
theilbar I weil /? es ist und b mit d keinen gemeinschaftlichen Factor hat; 
and so alle übrigen^ aulser --^; dies ist durch d nicht theilbar , da p die 

Primzahl d nur ^mal als Factor enthält und diesen Factor durch die 
Di?ision mit ä verliert, 8 jedoch kleiner als d ist und daher d nicht als 
Factor enthalten kann« Da nun alle Glieder der Formel, bis auf das eine, 
durch d theilbar sind, so ist die Formel durch d nicht theilbar« Eben -so 
wenig ist sie durch einen der andern Nenner theilbar, und sie enthSIt da« 
her, bb zu A\ nur FrimzahleB* 

Nun mu(s nachgewiesen werden, dals alle Primzahlen von A bis A^ 
in der Formel, und zwar nur dnmal, enthalten sind« Wenn P eine Prim-* 
zahl, die man beliebig zwischen A und A^ annimmt, bezeichnet, so ist zu 
zeigen, dals die unbestinormte Gleichung 

P = l'{i + i + i + -7 + -- + ^ + ')' 
worin die ZShler der Brache udd aufserdem n die unbestimmten Gröfsen 
sind, jedenfalls, anter den gegebenen Beschränkungen, in ganzen Zahlen 
nur auf eine einzigö Weise aufgelöset werden kann. Wir erhalten aus 
jener Gleichung 

Da nun Null durch alle Zahlen theilbar ist, so muls es auch der Aus- 
druck auf der linken Seite sein; es müssen also auch noth wendig sämmt- 
liche Nenner darin aufgehen« Dieses nothwendige Erfordernifs dient zur 
Bestimmung des Werthes der Zähler. Um z. B. ^ zu bestimmen, wissen 

wir schon, dals d in allen Gliedern, aulser in -^ und in — ^P aufgeht: 
also mufii 8 so bestimmt werden, dafs d ia -^ — P aufgeht« Die Reste, 
welche d bei der Division in ^ und in P übrig lälst, nennen wir f und r; 
also wird if in -^ — P aufgehen, wenn ^ ~ eine ganze Zahl ist. Da 



nun d und q relative Primzahlen sind, indem der Rest q immer kleiner 

45* 
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sein nmlii ab die Primzahl äf so ISfiii sieh S jeclenfaib so bestunmeD^ dab 
^ ~^ eine ganze Zahl wird« Die Form far S istj wie aus der un« 
bestimmten Analytik bekannt, ^ssi ds ±irj wo t der ZShler des vor- 
letzten Partialwertlis von — • welcher in einen Kettenbruch verwan« 
delt wird (also t<^d)f a aber noch unbestimmt ist« Da nun S^i 
und >0 werden soll, so erhält man *< + -^+l und >qp:-^. Da r 
als Rest zum Divisor d, und tj wie wir ebenfalls sahen, kleiner ab die Prim- 
zahl d ist| so sind r und t zu d relative Primzahlen: also ist ^ nie eine 
ganze Zahl. Deshalb mub es immer eine ganze Zahl geben, welche 
>* ±-^ und *< ± -^ +1 bt; aber auch nur eine einzige, ca der Unterschied 

von hF-^ und +-7-*}*^ ^^^''^ ^ ^^^* ^^^ erhält also für 9 jedesmal einen 

einzigen bestimmten Werth, für welchen dann aus Sssids + tr auch ein 
einziger bestimmter Werth von S sich ergiebt« Eben so folgt, dais da für 
jeden andern Zähler in unserer Formel immer ein einziger bestimmter 
IVerth enthalten bt, der die noth wendige Bedingung erftUlt, dals der 
Ausdruck 

a ^ b * c * d * ■ m ' 

sich durch die sämmtlichen Nenner, und, da sie Primzahlen sind, auch 
durch ihr Product p ohne Rest dividiren labt« Haben nun auf die be« 
schriebene Weise alle Zähler ihren bestimmten Werth erhalten, und wir 
nennen den Quotienten, der durch die Division von 

durch p entsteht, Q, so wird unsere Gleichung nach der Division mit p, 

n + (? Ä 0, 

woraus n as — Q folgt. Demnach erhält n für jedes positive Q^ nSmliofa, 
wenn die mit p multiplicirte Summe aller BrSche die Primzahl P an Grobe 
nbef trlffl, was meistens der Fall ist, einen negativen Werth» Da nun, wie 
aus dem Gesagten hervorgeht, die Gleichung; 

■ i'=/'(T+l-H+4+--+^+»). 
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WO P Irgend eine Primzahl zm%ohen A und Ä^ bedeutet | sidi immer in 
ganzen Zahlen losen IS&t^ so müssen in der Formel 

alle Primzahlen zwischen Ä und A^f und auch A selbst ^ wenn es eine 
Primzahl ist^ enthalten sein« Da ferner^ wie wir sahen^ für ein bestimm«» 
tes P, Jede der Gröisen Op ß^ y, 9, •••• [ji, n nur einen eioadgen bestimm« 
ten Werth erhalten kann, so ist jede Primzahl zwingen A und A\ unter 
den angegebenen Beschränkungen, nur ein einzigesmal in der Formel ent« 
halten. Dals keine klemere Primzahl als A, die Einheit ausgenommeui 
darin enthalten sein kann, folgt daraus | dals, wie wur sahen, die Formel 
durch keinen der Nenner, also durch kdne Prinusahl unter A theilbar ist« 

Es ist nun noch zu zeigen, wie man aus der Formel die Primzahlen 
der Reihe nach erkennen kann« Man bestimmt zu diesem Zwecke f3r 
eine Primzahl, ron der man ausgehen will, z« B« für die kleinste aufiier 
der Einheit in der Formel enthaltene, die Werthe der iZahler a, ß, eto« 
und von n auf die beschriebene Weise« Da nun zwischen dieser Primzahl 
und der nächstfolgenden der Unterschied 2 oder ein Vielfaches von 2 ss^ 
so untersucht man, wie der Werth jedes Zählers und von n abgeändert 
w^en muls, damit die Formel eine um 2 höhere Zahl giebt« Man setzt 

daher, wenn — der Bruch fSr die erste Primzahl nach der Einheit, also 

fSr 2 bezeichnet, dessen Zähler nach den angegebenen Beschränkungen 
nur 1 sein kann, mit Weglassung dieses Bruches j^i 

oder 

Hier Ist, wie man leicht sieht, jedes Güed eine ganze Zahl, und die Großen 
ß^ 7^ ^s •••* f^^ ^' lassen sich, wie oben, so bestimmen, dals der Glei« 
chung Geniige geschiebt* Hat man nun fiir die Primzahl P, voa der man 
ausgehen will: 

und man addirt 

P{^+^ + T + -- + ^ + «')-">. 
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(i+2±£+?±2^+»±*:+....+ff±ä:+„+„) =. P+j. 



f»o giebt dies: 

P 

Ist nach dieser Addition irgend eb Zähler Ton der Besohaffenheit ^ dais 
der Nenner darin aufgeht^ so ist P -f* ^ keine Primzahl» Denn wenn z. B. 
d in ^+^ aufgeht^ so geht es auch in P+S anf^ da es in alleo andern 
Gliedern 9 nachdem sie mit p muUiplicirt sind, aufgeht. Eben so leicht 
folgt aus dem früher Bewiesenen, dals, wenn kein Nenner in den Zäh« 
ler aufgeht, P^2 eine Primzahl sein muls« Will man nun zu P-)-^ 
fortschreiten, so mub man z^ dem erhahenen Ausdruck für P+ 2 wieder 

addiren, und wie vorher die Prüfung anstellen« Man thut jedoch wohl, 
um so kleine Zahlen als möglich zu behalten, wenn man vorher in dem 
Ausdruck für P+2 alle ZShIer, die grölser als der Nenner geworden 
sind, um so viel Einheiten als der Nenner betragt, vermindert und dafür 
2u n'\'n' HO viele Einheiten addirt, als die Anzahl der so verminderten Zah^ 
ler betrügt* Termindert man z. B» den zu d gehörigen Zähler um d, so 
vermindert man den Bruch um 1, and es uiuls daher der Werth der For- 
mel unverändert bleiben, wenn man innerhalb der Parenthesen, am besten 
zu n + '^^ cino Einheit addirt, oder, wenn bei mehreren Zählern die Suh- 
traction vorgenommen wird, so viele Einheiten, als die Anzahl dieser Zähler 
betragt. Ist man dann zu P+4 fortgeschritten und hat auf die gesagte 
Weise die Prüfung angestellt, auch die Zähler wieder, wie eben beschrie- 
ben wurde, reducirt, so kann man zu P4*6 fortschreiten n.%. w* Auf 
diese Weise lassen sich der Reihe nach alle Primzahlen, ab solche, aus 
der Formel erkennen und zugleich von den Zahlen, die es nicht sind, die 
Primfactoren finden. 

Wollte man aulser der Reihe eine ungerade Zahl, die s=P-f-2y 
wäre, prüfen, so wäre nach Obigem: 

''(f + f+^ + T + -- + f + ") 
und 

P 
also 

,(i+fctj£+£±!2l+£^+....+cdhie.'+,+,,')=j.+a,. 



(^+?^+'|:+.-+'^ +';•') = »'. 
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Gingen hier in einen oder mehreren der neu erhaltenen ZShler die zu« 
gehörigen Nenner auf^ so wäre P'\'2v durch jene Nenner theilbar: wo 
nichts so wäre P+2v eine Primzahl. 

IL 

Die Kettenbroohe gewähren eine bequeme Methode ^ die Theiler 
einer gegebenen Zahl A zu berechnen« Man muls zo diesem Zwecke 
/'A in einen Kettenbruch verwandeln* Man erhalt dafür (nach der Be« 
Zeichnung in Klüjfeb math. Wörterbocbi unbestimmte Analjrtiki 36): 



Q 


=s 


0; 


(y 


s= 


«; 


Q" 


= 


a'P* 


Q" 


— 


t^'P" 






P =1; 


a </"^; 


^ — p » 


«'<%+^; 




«''<^i+^'; 




■• ^^ jp/// » 


a. 8* w. 





wo das Zeichen •<, zwischen swd Grolsen gesetzt, bedeutet, dais d!e 
erste die grölste in der zweiten enthaltene ganze Zahl ist« Die verschie- 
denen a sind die Nennen des Kettenbruchs, so dals 

a'+J 



o"+ 



• • • • 



ist. Hier findet nun bekanntlich das Gesetz Statt, dals sowohl die a als 
auch die P und Q jeder Periode symmetrisch gleich sind, namentlich das 
nullte P (nämlich 1) dem letzten, das erste dem vorletzten, das zweite dem 
drittletzten u* s. w« ; das erste Q dem letzten, das zweite dem vorletzten, 
das dritte dem drittletzten u. s« w« Ist nun die Gliederzahl einer Periode 
gerade, 8E5 2ii^ was bei weitem in den meisten Fallen Statt findet, so ist 
das !!*• Q dem (n+l)*" gleich, das (n—if P dem (n+l)*«^; das n^ P 
aber hat kein ihm entsprechendes gleiches in derselben Periode ; und es 
findet dann der merkwürdige Satz Statt, dafs das nf* P, oder dessen Hälfte, 
jedesmal ein Factor ton A sein muß. 

Wir setzen nemlicb nach Obigem, indem wir beim (n — 1)*''' Gliede 
fortfahren : 
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<?^.=0/'=a'g)'~0/; P„+i«=q)''«^^:^'j a^,^a^'<y^^i 

Da hier, wie oben bemerkt| Q^ = On^-i ist, so haben wu*: Cl^ sa a^^^-— O' 
und hieraus 0^s=:^a^^' = Ct^^* Dies in den Werth TonP„4.i eingetragen, 

giebt: Pn.fxs= ^1? # Da nun Pn-i^'V+i wt, so haben wir 

woraus folgt: 
oder 

Demnach ist ^' selbst, wenn es ungerade ist (wo denn a* gerade sein 
muls), oder, wenn es gerade ist, -l^', immer ein Factor von A. 

Ist nun 9', als ungerade Zahl, ein Factoir von A, so hat man als an- 
dern Factor fp + i<^'^9^ welcher letztere, da ^a^ eine ganze Zahl sein mnfs, 
offenbar gröDser als ^^ ist ; ist aber ^^ gerade, und i^^ ein Factor von A, 
so ist der andere Factor 2 ^4*1^^9^' ^^^^ wieder offenbar gröfiier als -^^r 
also ist der so gefundene Factor fp' oder |-^^ jedesmal kleiner als der 
andere. Ist demnach A eine Primzahl, so mufs nothwendig entweder ^' 
oder \^^ = 1 sein« ^^ kann aber nicht = 1 sein.^ Denn dann hatten wir 
«„=a'<\r^ + D/; d. h. a' wSre die gröfcte in V^+0/ enthaltene 
ganze Zahl. Die grölste in /'A enthaltene ganze Zahl haben wir a ge- 
nannt ; also wäre a„ t=5 a' = a + Öt'. Ferner wSre Q„^ = OJ^ = a'— Ojy 
nnd wenn der Werth fiir a^ gesetzt wird , Q^^i =s Cj/^ = a. Auch 
wöre P,+i = ^'' = J[— D/^ und wenn D/'=ö gesetzt wird, P;^i = 

q)''=: Ji-a\ EndHch a,+, « a''< ^^^^\ oder a^.^^^^^^. 

Für das erste Q hatten wir 0' = a und nun für das (n+ty^i 0,^csa, 

also Q^^i =r Q'* F5r das erste P hatten wir P' = ^'^^'* , oder, da P 
ssrlund 0^==o( ist, P^ssA — a^; und nun auch Pn+i = ^ — a^; also 

P,^.=P'. Fiir das erste a hatten wir a'<^^^^i^^ unda,^,< ^^+^-:^ 
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folglich I da 0n4i^= Q' wiä Pn4.i= P' ist^ aooh a^i^s a^# Abo 
jetzt wieder Alles wie zu Anfang der Periode. Far ^^ ss 1 mufs also die 
Periode beendigt sein , weil unmittelbar darauf *eine neue anfinge« Nach 
unserer Voraussetzung hat aber die Periode 2 n Glieder^ und ^^ ist das n^"" P 
und nicht das letzte; weshalb ^^ nicht = 1 sein kann. Also bleibt hier 
fiir Primzahlen nur der andere Fall 1T'=1 oder ^' = 2 übrig* Für 
alle Primzahlen alsOj deren Quadratumrzeln Perioden von gerader Glieder* 
zahl = 2n haben^ ist das n^* Pss 2« Dies wSrde ein Merkmal zur Erken« 
nung der Primzahlen abgebeui wenn nicht dasselbe auch bei andern Zah« 
len Statt fände. Fiir solche Zahlen lassen sich also nicht die Factoren 
unmittelbar auf die angegebene Weise finden« Die Form^ welche sie mit 

u* + 2 u 

jenen Primzahlen gemein haben, ist — T^i ^^'^o wenn — der (n — !)*• 

Partialwerth fiir /^A^ das n** P aber, wie hier, = 2 ist^ so gilt bekannt« 

lieh die Gleichung ü^ — ^i?^s=5+2. Hieraus folgt -4 = — ~, wo das 

obere oder untere Zeichen Tor 2 gültig ist, je nachdem n ungerade oder 
gerade ist. Man erhult jedoch auch für solche Zahlen die Factoren, wenn 
man sie yorher mit einer Primzahl muUipUeirt und dann auf die enge« 
gebene Weise behandelt. Ist die zu zerlegende Zahl selbst eine Primzahl, 
so wird man dann blofs den hinzu gebrachten Factor wieder finden. Denk« 
bar ist freilich der Fall, dals Letzteres auch bei anderen Zahlen einträte; 
doch habe ich hierüber theoretisch nodi nichts ausmitteln können ; bei vielen 
berechneten Beispielen, wo ich eine ungerade zu prüfende Zahl gewöhnlich 
mit 3 multiplicirte, ist mir der Fall nicht ein ebziges Mal Torgekommen. 
Für die Zahlen, deren Quadratwurzeln Perioden von ungerader 
Gliederzahl s=s2n-f*l haben, also für alle, welche, für Jl gesetzt, die Glei- 
chung a'^-— ily^ = — 1 in rationalen ganzeo Zahlen auflösbar machen, ist 
.das n^' P dem (n-f 1)^^" gleich. Wir hatten in obigem Schema fp'^ss 

^— 1~— , und da nach dem eben Gesagten jetzt ^^^:=^^ ist, so giebt 

dies V" = ^'^^''' und A = <p"» + 0J'\ Diese Art von Zahlen ist also 
jedesmal die Summe zweier Quadrate^). Wenn eine 2#ahl die Summe 

*) E» gilt TOA dieseo Zahlen noch mehr, was hier nnr beiliinfg erwAbot werden kaoo, 
o&mlich d^fi sie eio ganz abgescblosseiips System bilden, worin keine eincige Zabl eioeo Priui- 
factor bat, der nidit aueb eine Zahl dieses Sjstems w&re. Die Zahlen dieses Systems unter 1000 

CreUe's Journal d. M. Bd. XX. Bit 4. 46 
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mUbL Fir im cntami Fdi kst r bfeb 
d« %mame xwcbv <^M*ate Mi ( JOtf^fr aalh. 
ZflU^ TL L); fir ieo letsfen sei s^p^ umi t—ft^ wo ^ 

Factor toü # md f w/i^ ako «^ oad f' rclatire 
irt r^f^y^^t^ md #^+r kflt nrFactoKB, dfe 
dfe 8«MBe h m mu Qaadksla taid* Abo kiHi r aaber loldw FodoraB 
Mr Mdb dMB qiiadnfitciiM Foelor hobeiu Maitiplicvt mm ddwr eiae 
ZaU, weldie die Somme zweier ^^oadrate wk^ mit aiaar aaden, dfe dfea 
■icbtiit^ oad aaeh keia <;hmirat iee, so kaoo, wie aon kieiit erbeUat^ aiefat 
wfader die S u B M o a zweier Quadrate oder eia Qoadrat beraadkOaniieB. 
Hieraiie UA^^ da6, wewi mao ^s^'^ + D/'' mit ciaer Zahl, die keia 
Quadrat md auch nidit £eSoomie zweier QoaAnte is^ z«B« mft 3 mid* 
tipUeirt, eine ZaU beraoskcmimeD molsy deren Qoadratwurzd Perioden von 
gerader Gliederzabi bat, weil, wenn die Gliederzahl wieder angerade wäre, 
die erbahena Zahl wieder die Summe zweier Quadrate wasL mSCrte. Hier- 
nach kann man die oben besehriebeoe Art der Zerl^^ong in Factoren anoh 
auf die 2«ablen anwenden, welche in den Perioden ihrer Qoadratwurzeln 
eine ongerade Gliederzahl haben , indem man ein Prodnct einer solchen 
Zahl Ton entgegengesetzter BeschaflEenheit, %. B. des aus der Malt^cation 
mit 3 entstandenen, auf jene Weise behandelt« Hier wird man for Prim« 
zahlen auch nor den hinzu gebrachten Factor wiederfinden. Dodi ist 
nach hier der Fall denkbar, dafs dies audi bei anderen Zahlen geschehen 
könnte; woräber ich aber ebenfalls theoretisch noch nichts habe auffinden 
künnen* In den berechneten Beispielen bin ich audb hier auf einen soU 
cben Fall niemals gestolsen« 

Zum Schlüsse mSge hier noch aner oft anwendbaren Art er- 
trfflint werden , wie die Factorenzerlegung nicht selten auch bei gro» 
ÜMn Zahlen leicht ausfahrbar ist. Wenn man nandich bei der Eot- 
Wickelung der Quadratwurzel einer Zahl in einen Kettenbruch auf ein 
m^ P triffst (wo m eine gerade Zahl bedeutet), welches ein Quadrat ist, 
z# B. as 7% und man bezeichnet den (m -^1 /*" Partialwerth Ton ^A mit 



irfsl ferielehoet io Eßtif HAmtbnfb der allg. Arithn. Tbeil I. $.297. Dodi »iiid biersoDdar« 
baifr Weite slle bierbergehörigeA mit eiogüedriger Peri^, deoea noMcbÜefslidi die Fona 
9^-4*^ ssgetorl, wegfelneseii. 
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— I 80 gilt bekaontlieh die Gleiohuog ti^— jlr^ss^^ woraus A^=^^ — ^ 

oder ^s= ■ "^^v^ ~^^ folgt. Hier mulii u + q und auch u — q einen 

Factor mit A gemein haben | den man nach der bekannten Methode der 
Auffindung des grölsten gemeinsamen Factors leicht berechnen kann* Da 
es hier, wenn u-^-q und u — q grdlser als A sind, nicht auf den absolu- 
ten Werth dieser Grofsen, sondern nur auf den Rest ankommt , der 
bei der Division mit A ia u^q oder fi-^f bleibt , so braucht man auch 
statt u nur den Rest zu berechnen 9 den u bei der Division mit A übrig 
läfst. Für die verschiedenen Partialwerthe entsteht jeder neue Zähler, 
indem man den vorletzten gefundenen zu einem Froducte des letzten ad« 
dirt. Der bei der Division mit A bleibende Rest wird daher bei jedem 
neuen Zähler nicht verändert , wenn in den beiden vorhergehenden Zäh- 
lern ein Vielfaches von A weggelassen und statt der Zahler nur die vom 
Divisor A übrig gelassenen Reste genommen werden. £s kommt also 
durchgängig nur auf diesen Rest an, und man kann daher denselben auch 
fSr u finden, wenn man ihn für alle vorhergebenden Zähler statt der Zähler 
selbst berechnet. Hierdurch werden die groben, den Werth von A weit 
übersteigenden Zahlen, die man sonst leicht bekommt, vermieden. Wollte 
man bis zu Ende der Periode fortrecbnen, so VFÜrde man zwar immer 
auf ein jP, welches ein Quadrat ist, näqoilich das letzte P =: 1 stolzen : doch 
lä&t sich nachweisen,, dals bei gerader Gliederzahl der Periode in allen 
Fallen, wo die obige kürzere Art der Faotorenzerlegung nur die Factoren 
1 und A giebt , es auch bei dieser weitläuftigeren der Fall ist. Ist dage« 
gen die Gliederzahl ungerade, und man rechnete bis zu JPs=l am Ende 
der zweiten Periode fort, (dies wäre nöthig, da der Index für P am 
Ende der ersten Periode eine ungerade, hier aber eine gerade Zahl ist) 
so lälst sich zeigen, dals man hier immer nur die Factoren 1 und A 
finde. Beides nachzuweisen würde jedoch die Grunzen dieser Abhandlung 
überschreiten, 

Meiningen, im December 1830. 
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